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Complex Numbers الوحدة السابعة: الأعداد المركبة 

قُسمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

1-7: الأعداد المركبة

.i جزء 1: الوحدة التخيلية  

جزء 2: تساوي عددين مركبين.  

جزء 3: التمثيل البياني لعدد مركب.  

جزء 4: العمليات على مجموعة الأعداد المركبة.  

2-7: الإحداثيات القطبية والصورة المثلثية لعدد مركب

جزء 1: القيمة المطلقة لعدد مركب.  

جزء 2: الإحداثيات القطبية.  

جزء 3: الصورة المثلثية.  

3-7: حل معادلات

جزء 1: حل معادلات من الدرجة الأولى.  

جزء 2: حل معادلات من الدرجة الثانية.  

جزء 3: الجذر التربيعي لعدد مركب.  
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Complex Numbers

      :  

.                :   1

.       

.            :  2

.(Data Show)   ñ  ñ    ñ    :  3

:    4

. ,14 km , 1 0 8 km ,5 60º º^ ^h h            

.             a  

.       ,z z1 2     b  

.       z z1 - 2       c  

.                :  5

.         

 

       

7-17-27-3

10

مقدمة الوحدة

لاحظ العالم كاردان (Cardan) أنه يمكن إيجاد جذر 
 x bx c3

+ = تربيعي لعدد سالب من بين جذور المعادلة: 
.c 0! حيث x المتغير وc, b ثابتان مع 

وفي منتصف القرن الثامن عشر، أثبت دالمبير 
(D’Alembert) إمكانية كتابة كل عدد مركب على النحو:

z على أساس أنّ a, b عددان حقيقيان، i عدد  a bi= +

تخيلي. كما أنه مثلّ الأعداد المركبة بمتجهات مستوية. 
إلا أن غاوس (Gauss) هو الذي وضّح العلاقة بين الأعداد 

المركبة والنقاط في المستوى الإحداثي.

لقد أصبح من المعروف في الوقت الحاضر أن مجالات 
علمية كثيرة لا يمكن التعامل معها من دون استخدام 

الأعداد المركبة مثل:

(a)  في الكهرباء: كيفية عمل الدارة الكهربائية (يمكن 
تمثيل حركة ممتص الصدمات بواسطة معادلة 

تفاضلية تحتوي على أعداد مركبة).

(b)  في الفيزياء الكمية: لا يمكن تحديد موقع ذرة بدقة من 
دون استخدام الأعداد المركبة.

(c)  حركة دوران الكواكب (دوائر تتحرك داخل دوائر 
أخرى).

إيجاد حلول لبعض المعادلات التفاضلية.  (d)

.(Fourier Series) تبسيط متسلسلة فورييه -  

.(Cellular Phone) تشغيل أجهزة الهاتف الجوال -  
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11

مشروع الوحدة
كانت فكرة الزاوية ونصف القطر مستخدمة منذ القدم. وقد 

Hipparchus وضع العالم الفلكي والرياضي هيبارخوس
(120-190 ق. م.) جداول مثلثية تعطي طول الوتر وفق 

قياس الزاوية، واستخدم الإحداثيات القطبية لتحديد مواقع 
الكواكب. ولكن لم يعتمد اليونانيون الإحداثيات القطبية 
كنظام إحداثيات متكامل حتى القرن السابع عشر، حيث 

تمّ إدخال نظام الإحداثيات القطبية في العمليات الحسابية.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»
1  (a) 

x

y
8

6

4

4

2

2-2-4-6-8-10-12

B الطائرةA الطائرة

60ºβ =

150º

=
α

 (b) cos sinz i14 150 150º º= +1 ^ h

  cos sinz i8 0 06 6º º= +2 ^ h

  z z i i14 2
3

8 2
3

2
1

2
1

- =
-

+ - +21
c cm m

   i3 4 37 7 4= - - + -^ ^h h

 (c) z z 7 3 4 7 4 3- = - - + -2

2 2

1
^ ^h h

  2 65=

  . km16 125.

.O قائم الزاوية OAB طريقة ثانية: المثلث  

 AB 14 8 2 652 2` = + =

 ABz z z z 2 65` `- = - =2 21 1

. km16 125 يبلغ البعد بين الطائرتين حوالى   

التقرير
اكتب تقريرًا مفصّلاً يبينّ خطوات عملك وكيفية التوصل إلى 

الإجابات المطلوبة في المشروع. دعمّ تقريرك بملصق أو 
بعرض بواسطة جهاز الإسقاط. راجع مع زملائك خطوات 
ًّا. الحل، ثم أعد النظر في بعض النقاط إذا كان ذلك ضروري

سلّم التقييم
خطوات الحل واضحة - الحسابات دقيقة - 
التمثيل البياني صحيح - التقرير مفصل ومعبر.

4

معظم خطوات الحل واضحة - أخطاء قليلة في 
الحسابات - التمثيل البياني صحيح - معظم 

التقرير مفصل.

3

بعض خطوات الحل واضحة - أخطاء متعددة 
في الحسابات - التمثيل البياني مقبول - بعض 

عناصر التقرير بحاجة إلى تفصيل أكثر.

2

معظم عناصر المشروع ناقصة. 1
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Complex Numbers

  A 

i        (1-4)  

(1) 16-   (2) 15-  

(3) 3 9-   (4) 2
1

100- -  

.       (5-8)  

(5) 2 3+ -   (6) 1 2- +   

(7) 6
50 2- - -   (8) 2

8 8- +

:    (9-11)  

(9) x yi i2 3 14 9+ =- +   (10) x i yi3 19 16 8+ = -  

(11) ( )i i x y i14 3 2 52
- = + +  

:         (12)

(a) z i2 31 =- +  (b) z 42 =-  (c) z i3 =-  (d) ( )z i2 24 = +

:          (13)

(a) ( , )L 4 5  (b) ( , )M 4 2- -  (c) ( , )N 2 6-  (d) ( ),P 0 3-

:      (14-23)  

(14) i i2 4 4+ + -^ ^h h  (15) i6 8 3- +^ h 

(16) ( ) ( )4 69 49+ - + - -  (17) ( ) ( )8 31 16- - - - + -

(18) i i2 5-^ ^h h  (19) i i4 9 2-^ ^h h

(20) ( ) ( )i i i1 2 3 35 4- + + -  (21) i i6 5 1 3- - +^ ^h h 

(22) 2 9 6 25- + - + -^ ^h h (23) ( )i i6 3
-

7-1

 
• .  
•     

.
• .   
•     

.

:  
•   

The Imaginary Unit  
 

•   
The Complex Number 

• Real Part   
•   

Imaginary Part  
•   

The Algebraic Form  
•   

Conjugate Number  
•    

The Operations on  
the Complex Numbers 

•    
Powers of a Complex  
Number  

:  
   
    

.i  

 
Complex Numbers

7-1

-1 1 2
-1

-2

5

1
2
3
4

( )f x x 1
2

= +

   

         
  x 1 02

+ =   R     
x x3 1 02

- + - =

  ( )f x x 12
= +      

  x 1 02
+ =      

.R    

-1
-1

1

-2

-3

-4

( )f x x x3 1
2

= - + -

         
        
        

.  

     x 12
=-   x 1 02

+ =    
.( )1-  

. 1-    (i)          1-  

Complex Numbers   

Imaginary Unit   

i     ( )1-     

i 1= -  , i 12
= -

:  
•   m    

m mi- =

•  .   b R! )   bi     

           
.

12

الأعداد المركبة  :7-1

الأهداف  1

 •.i يتعرف الوحدة التخيلية

يكتب الصورة الجبرية والصورة الديكارتية للعدد • 
المركب.

يوجد مرافق العدد المركب.• 

يستخدم العمليات على الأعداد المركبة.• 

يمثل الأعداد المركبة على المستوى الإحداثي • 
المركب (مستوى أرجاند).

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

وحدة تخيلية i - العدد المركب - جزء حقيقي - جزء 
تخيلي - الصورة الجبرية - مرافق العدد - العمليات 

على الأعداد المركبة - قوى العدد المركب.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

x x3 4 4 7- +^ ^h h :أوجد ناتج ما يلي  (a)

أوجد الجذر التربيعي لكل مما يلي:  (b)

, ,225 169 196  

أوجد الجذر التكعيبي لكل مما يلي:  (c)

, ,125 343 2163 3 3-  

حلّ المعادلات التالية:  (d)

  x3 75 02
- =

 x x7 12 02
- + =

  x2 50 02
+ =
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:
    
bi   b 

: i       
a  4-  b  8-

:
a  24- = i  m mi- =  

b  i88- =  8  

 i22=

:i         1

a  2-  b  12- -  c  36-

Complex Number    :

.   i   a , b  a bi+       

a biz +=        

.      a bi+  

  

z a bi= +

 Real Part   a 

Imaginary Part   b 

.C     

: a biz +=    

.    az =   0b =    

.    z bi=   , 0ba 0 !=    

(1) 
:   

   

322 i3+

5-4
1i -

7
-10

13

التدريس  5

يعتبر بناء مجموعة الأعداد المركبة والعمليات عليها 
المرحلة الأخيرة للتعرف على الأعداد، بحيث إن الطالب 

بدأ هذه المرحلة منذ دخوله إلى المدرسة، فكانت أولاً 
الأعداد الكلية والعمليات عليها، ثم الكسور والكسور 

العشرية والأعداد الكسرية. تتبعها الأعداد الصحيحة، تليها 
الأعداد النسبية والأعداد غير النسبية وصولاً إلى الأعداد 

الحقيقية.

لذا، يستحسن التعامل بروية مع الأعداد المركبة، لأن الطالب 
سوف يبني مفاهيم ومهارات لها مكتسبات في كل ما سبق 
رآها. أن  سبق  التي  الأعداد  عن  مختلفة  تركيبة  في  ولكن 

والخطوة الأولى التي سوف يقف فيها الطالب متسائلاً، 
هي استيعاب فكرة أن مربع العدد i هو عدد سالب أي 

، فهو، على فترة سنوات عديدة، تعلمّ أن مربع أي  i 12
=-

عدد مهما كان موجباً أم سالباً سوف يكون دائمًا موجباً، 
. i 1= - ، وبالتالي  i 12

=- فكيف سيتقبل فكرة 

يعتبر المثال (1) تطبيقًا مباشرًا لهذه الفكرة.

أخبر الطلاب أنهم سوف يعتادون شيئًا فشيئًا على هذا 
المدخل في تكوين الأعداد المركبة، وأنهم في مراحل 

لاحقة سوف يتفهمون جيدًّا دور هذا العدد التخيلي 
وتمثيله على المستوى الإحداثي المركب.

ركّز أفكار الطلاب على الصورة الجبرية للعدد المركب 
z، وبالتالي تصبح كل الأعداد  a bi= + وهي بصفة عامة: 

ً ا من الأعداد المركبة. التي تعلمها الطالب جزء

في المثال (2)

تركيز على فكرة الصورة الجبرية للعدد المركب.

في المثال (3)

تطبيق مباشر لِـ «تساوي عددين مركبين». في (c) أشر إلى 
i1 0+ أن العدد 1 يكتب على الصورة 

في المثالين (5) ,(4)

يجب على المعلم التشديد على العلاقة بين صورة العدد 
المركب الجبرية وصورته الديكارتية، مما يوفرّ للطلاب 
وضوحًا في الانتقال من الجزء الحقيقي والجزء التخيلي 

إلى الإحداثي السيني والإحداثي الصادي وبالعكس.

:         
a  9 6- +  b  4

1 25+ -  c  1 20- -

:
a  6 6i9 3+ +- =  i9 9 3- = = i

 i36= +  a bi+   

b  =
i

4
1 25

4
1 5+ - +  i25 25 5- = = i

 i4
1
4
5

= +   

c  = 20 i1 120- - -  i20 20- =

 = 2 i1 5-  20 2 5=

:          2

a  18 7- +  b  5
10 100- -  c  7

59- +

•  .a a i0= +  :       
•  .             

.                   

Complex Numbers  

, , , . .i i i i3 2 1 5 2 4 2 7 5 1+ - + +

Real Numbers   

Imaginary Numbers

2 i

i3-

.7 3 i

- i5
3

  

Irrational Numbers

, , e ,2-

2
1 3+

Rational Numbers  

. ,,7
4
0 3 5

8

Integers  
,,1 2 3- - -

Whole Numbers  
0  ,  1  ,  3  ,  7

14
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في المثال (6)

أكّد للطلاب أنه، في عمليتي جمع الأعداد المركبة أو 
طرحها، يتم التعامل مع الأجزاء الحقيقية معًا، ثم مع 

الأجزاء التخيلية تمامًا كما في عملية جمع المتجهات.

أشر إلى أنه يمكن تحويل عمليات الطرح إلى عمليات 
z تكتب  z z- -1 2 جمع. فمثلاً في «حاول أن تحل» 3

z z z+ - + -1 2 3^ ^h h

في المثالين (8) ,(7)

شدّد على عملية ضرب الأعداد المركبة. وإذا دعت 
الحاجة، راجع مع الطلاب العمليات على كثيرات الحدود. 

i 12
=- ، حيث  i2 ركّز على إمكانية التخلص دائمًا من 

في المثال (9)

أكّد للطلاب أن قوى العدد المركب عملية بسيطة 
تستخدم فيها خاصية الضرب التي سبق أن تعاملوا معها في 

كثيرات الحدود.

في المثالين (11) ,(10)

ركّز مع الطلاب على أهمية العدد المرافق التي تكمن في 
أنه يساعد في كتابة كسر بسطه ومقامه عددان مركبان، 

ًّا. راجع مع الطلاب  بحيث يصبح مقامه عددًا حقيقي
خواص المرافق.

في المثالين (13) ,(12)

شدّد على أهمية ضرب بسط ومقام الكسر المركب 
في مرافق مقام هذا العدد المركب، للحصول على 
عدد مركب مقامه عدد حقيقي. نبهّ الطلاب إلى أن 

.a b2 2
- a وليس  bi a bi a b2 2

+ - = +^ ^h h

a ولكن  i b2 2 2
- أشر إلى أن ناتج الضرب هو في الحقيقة 

.a b2 2
+ -1 نحصل على  i2 بـ  بالتعويض عن 

Equal Complex Numbers    

.            

,a b a bz zi= + = +21 1 1 22 i     :

,a a b bz z += = =1 2 1 21 2     

:     ,x y R!     
a  i x y12 3 4 9+ = - i  b  x y 9 252 2

- = -i i  c  x y2 1+ =i

:
a  i x y12 3 4 9+ = - i

 ,x x12 4 3&` = =  ,a a b bz z += = = 21 2 11 2

  3 9 3
1

y&= - = -y  

b  x y 9 252 2
- = -i i

 ,,x x x9 3 32
&` = = = -  ,a a b bz z += = = 21 2 11 2

 ,y y y525 52
&- == - = -  

c  x y2 1+ =i

 1
1

x x2 2&` = =  i1 1 0= +

 y 0=

:     ,x y R!      3

a  x i y5 7 3+ = - i  b  ( )x y y3 52
+ + = -i i  c  5yx3 2= -i i

•  .                 

,x yi x y0 0 0,+ = = =^ h

Representation of a Complex Number     

.(a, b)     z a bi= +     

.          

15

.     

  
,M a b^ h z ia b= +

 

.     ( )            

       (  )        
.    

:       

a  z i3 2= +1  b  z 1-=2  c  z i 23 = - -  d  z i=4

:

. ( , )A 3 2    z i3 2= +1  a

1

1

2

2

3-3 -2

-2

-1
-1

A

D

C

B

 . ( , )B 1 0-    z 1= -2  b

. ( , )C 2 1- -    z i i2 2= - - = - -3  c

. ( , )D 0 1    z i4 =  d

:        4

a  z i4= -1  b  z i3= -2  c  z i4 33 = - -  d  z 2=4

. , , , , ,L MJ 0 5 2 1 3 2- -^ ^ ^h h h :       

:

.z 0 5 5= - -=1 i i     ,J 0 5-^ h 

.z 2= -2 i     ,L 2 1-^ h 

.z i3 23 = +     ,M 3 2^ h 

. , , , ,,K H N1 17 0 2 4- -^ ^ ^h h h        5

16
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:
•  . i0 0 0= +^ h          
•  z a bi- =- -     z a bi= +     

z i2 5- =- -   z i2 5= +    :  
•  .               

z z z z0,+ = = -2 21 1  :   
•  z z z z- = + -2 21 1 ^ h  z1  z2       z z- 21  :   

Multiplying Complex Numbers     :

:       

 ,,z z z C6 !1 2 3

z z z z# #=1 2 2 1

z z z z z z# # # #= 331 2 1 2^ ^h h

z z z z z z z# # #+ = +21 2 1 13 3
^ h

z z z z z z z# # #- = -21 2 1 13 3
^ h

( )i1 1 0+=         1 

:    

.          i 12
=-     

:  
a  i i5 4-^ ^h h   b  i3 7 5+^ h

c  i i2 3 53+ - +^ ^h h   d  i i i1 14 2
1

2
1

- +a ak k

:

a  i i5 204 2
- = - i^ ^h h     

 20 1= - -^ h 1-   i2   
 20=   

b  i i3 7 3 53 7 5 # #+ = +^ h   

 i1521= +  

18

Operations with Complex Numbers      

Adding and Subtracting Complex Numbers      :

.           

:           

:    ,z za b i a b i= + = +1 1 1 2 2 2   

z z ia a b b=+ + + +1 1 12 2 2^ ^h h

iz z a a b b=- - + -1 1 12 2 2^ ^h h

:               

 ,,z z z C6 !1 2 3

z z z z+ = +1 2 2 1

z z z z z z+ + = + + 331 2 1 2^ ^h h

:  z z z, ,i i i2 3 4 7 2= + = - =1 2 3  :  

a  z z+1 2 b  z z-1 2 c  z z z+ + 123

:

a  ( ) ( )z z i i2 3 4 7+ = + + -21

 ( ) ( ) i2 4 3 7= + + -  1 1a a b bz z i+ = + + + 221 2 ^ ^h h

 46= - i 

b  z z i i2 3 4 7- = + - -21 ^ ^h h

 ( ) ( )( ) i2 4 3 7= - + - -  1 1a a b bz z i- = - + - 221 2 ^ ^h h

 2 10= - + i 
c  z z z z z z+ + = + +2 21 13 3

^ h  
 z z z= + + 213 ^ h  
 2 6 4= + -i i

 6 2= - i

:  , . . , .z zz 2 5 3 4 1 2 0 3= - + = - = -1 3i i i2    6

a  z z+1 2 b  z z- 12   c  z z z- - 123

17

الربط  6

يمكن لقوى بعض الأعداد المركبة أن تشكل أنماطاًَ عند 
جمع مربع الجزء الحقيقي إلى مربع الجزء التخيلي.

... ،z5 ،z4 ،z3 ،z2 وأوجدنا z i1 3= + فمثلاً إذا أخذنا: 

فسوف نستكشف نمطاً كما يلي:

z i1 3 1 3 1 3 4 22 2 2
"= + + = + = =^ h

z i2 2 3 2 2 3 16 22 2 2 4
"+ +=- - = =^ ^h h

z 8 8 64 2
2 63

"=- - = =^ h

z i8 8 3 8 8 3 256 2
2 2 84

"=- - - + - = =^ ^h h

z i16 16 3 16 16 3 1024 2
2 2 105

"= - + - = =^ ^h h

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب عند الضرب في مرافق مقام العدد 
a. ذكّرهم  b2 2

- المركب، فيكتبون الناتج على الصورة 
1- i2 بـ  بضرورة التعويض دائمًا عن 

التقييم  8

توفر فقرات «حاول أن تحل» الفرصة المناسبة أمام المعلم 
ليتأكّد من حسن أداء الطلاب في مهارات هذا الدرس 

ومفاهيمه.

اختبار سريع

1 أوجد ناتج ما يلي:

i i2 3 3 5- +^ ^h h  i21 +

,z z2 z، فأوجد 4 i1= - 2 إذا كان 

z i22
=-  , z 44

=-  

3 اكتب الكسر التالي في الصورة الجبرية:

 i
i

4 5
2 3
-
+  i41

7
41
22-

+
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إجابات وحلول  9

«حاول أن تحل»

1  (a) i 2

 (b) i2 3-

 (c) i6

2  (a) i7 3 2+

 (b) i2 2-

 (c) i7
5

7
3

+

3  (a) ,x y7 3
5

= =
-

 (b) ,x y2 0= = y  أو   1=-

 (c) 

4  

x

y

-1

C (-4,-3) B (0,-3)

D (2,0)

-2

-3-4 -2 -1

-3

1

1 2 3 4
A (4,-1)

z 7=1 النقطة K(7, 0) تمثل العدد المركب   5

النقطة H(1, -2) تمثل العدد المركب   

النقطة N(-4, 1) تمثل العدد المركب   

6  (a) 

 (b) 

 (c)  

 = -0.3i + (-3.4 + 1.2i) + (2 - 5i)

 = -1.4 -4.1i

7  (a) 9 - 38i

 (b) 72 - 65i

 (c) -84 - 84i

8  (a) 

 (b) 14 + 5i

b  iz z a a b b a b a b: = - + +1 1 1 1 12 2 2 2 2^ ^h h

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) i2 5 3 1 2 1 5 3= - - + - +^ ^h h

 i10 3 2 15= + + - +^ ^h h

  i13 13= +

:  ,z i z2 3 1 4= - = +1 2 i    8

a  z2
1
1  b  z z:1 2

Powers of a Complex Number    

:   (i)   

, ( ) ,i i i i i i1 12 3 2
: #= - = = - = -

( ) ( )i i i 1 1 14 2 2
: #= = - - =

:  

:    p  

1 , , 1 ,i i i i i i4 4 1 4 2 4 3p p p p
= = = - = -

+ + +

, , ,i i1 1- -" ,         (i)    

:

, ,i i i i i i i i i29 4 7 1 15 4 3 3 2013 4 503 1
= = = = - = =

# # #+ + +

•  .          

2, ,z i z i z i2
1

2
3

= = - = +1 2 3   

:

a  z211   b  z62

c  z23   d  z33

20

c  i i i i i2 3 5 6 10 9 153 2
+ - + = - + - +^ ^h h     

 ( )i 156 1= - + + -  1-   i2   

 i21= - +  

d  - +i i i i i4 1 2 1 2 4 1 2
1 1 12

2

-=` `` ^ ``j jj h j j ( )( )a b a b a b2 2
- + = -  

 i4 1 4
1
1= - -^a hk 1-   i2   

 i4 4
5

= a k 

 i5=

:   7

a  ii 46 5 3- -^ ^h h b  ii4 49 9+ -^ ^h h c  i i i12 7 1+^ ^ ^h h h

:     

, ,z z cC R! !1 2    

:  ,a b i a bz z= + = + 21 1 1 22 i     
1  c ca c b iz = +1 1 1

2  a a b b a b a b iz z: +-= +2 2 2 21 1 1 121
^ ^h h

:
 ( )( )z z a b a bi i: = + +2 221 1 1

 a a a b a b b bi i i= + + +2 2 2 2
2

1 1 1 1

 ( )a a a b a b b bi i 1= + + + -2 2 21 1 121

 ba a b b a a b i= - + +2 2 2 2 11 1 1
^ ^h h

:  ,z i z i2 3 5= + = -1 2   
a  z3- 2  b  z z:1 2

:
a  )(z i3 3 5- = - -2

 )( ) ( i3 5 3= - - -

 i15 3= - +

19
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9  (a) i i i5 54 18
# =^ h

 (b) i

 (c) 1-

10 (a) i5 2+  (b) i1 12- +

 (c) i141 1+  (d) i141 1+

11  (a) i58
7

58
3-

+

 (b) - i146
5

146
11

 (c) - i6
1

12 + i1 8
5 5

13 (a) - i29
11

29
13

 (b) - i5 5
43

 (c) - i13
7

13
17

10

,z z12 27 :  z i
i

1
1

=
+
-     (24)

:  ,z i z i2 3 41 2= + =- +     (25)

(a) - z3
1

2  (b) .z z1 2  (c) z31  (d) .z z1 2

(e) z z1 2-  (f) .z z1 2

z  :  z
i
i

1 3

4
=

-
    (26)

:        (27)

(a) i3 2- -  (b) i5  (c) i3 4-

, ,
zz

z z
z
z1 1 1

22 2
a k :  ,z zi i3 3 2= + =- +21

    (28)

.   ( )x yi 2+    x , y    :    (29)

  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b   i3 2+  :  4 3- +  :    (1)

a  b   z i3 4=- -  :  z i3 4= +  :    (2)

a  b  iz 3 2= +-  :  z i3 2= -      (3)

a  b  i610 +  :  i i12 5 2+ - -^ ^h h :    (4)

:    

,a b i a b iz z= + = +1 1 1 2 2 2    

:
  • z z 2+ = 11 1 a

  • z z 2- =1 1 ib

  • a bz z 2 2: = +1 11 1

  • z z z z! !=1 12 2

  • z z z z: :=1 12 2

  • z z=1 1^ h

:  ,z i z i3 4 5 2= + = -1 2   

a  1z z+1  b  1z z-1  c  ( )z1

d  z z+1 2  e  2z z:1  f  z z:1 2

:

3 4 5 2,z i z i+= - =1 2  :   

a  1 1z z i i3 4 3 4 6+ = + + - =  b  ( )z z i i3 4 3 4 8- = + - - =1 1 i

c  z i i i3 4 3 4 3 4+= = - = +
1^ ^h h  d  1 ( ) ( )z z i i i i3 4 5 2 3 4 5 2+ = + + - = + + -2

 i i8 2 8 2= + = -

e  z z i i3 4 5 2: := + -1 2  f  ( )( )z z i i3 4 5 2: = + -1 2

 ( )( )i i3 4 5 2= - +  i i15 6 20 8= - + +

 i i15 6 20 8= + - +  i23 14= +

 23 14= - i  23 14= - i

:  ,z i z2 7 3 5= - = +1 2 i    10

a  1 2z z+  b  z z-1 2  d  z z:1 2  e  z z: 21

.  (10)         :

22

:
  az =   

z z a= =  

:
a  z i i i4 5 121 21

= = =
# +

1

b  ( ) ( )z ii2 26 6 6 6
#= - = -2

 ( )i i64 64 64 1 642 24
# # #= = = - = -

+

c  +z i2
1

2
32

2

=3
c m

 i i4
1
2 2
1

2
3

4
3 2

# #+ +=  ( )a b a ab b22 2 2
+ = + +

 i4
1

2
3

4
3

+= -  ( )i 12
= -  

 i2
1

2
3

+= -

d  z z z3 2
:=3 3 3

 i i2
1

2
3

2
1

2
3

= - + +c cm m - i2
1

2
3

+   :  z23   

 i i i4
1

4
3

4
3

4
3 2

+ += - -

 ( )4
1
0 4
3

1+ += - -

 1= -

:  9

a  ( )i5 73  b  i2
3
2
1

3

+c m  c  i2
2

2
2

4

+c m

Dividing Complex Numbers     :

Complex Conjugate    

:       ,a bi a bi+ -     

a bi a bi a bi a b2 2 2 2:+ - = - = +^ ^ ^h h h

:        

  

z a bi a bi= + = -     z a bi= +    

i2 3-   i2 3+    :

i2 7+   i7 2- +   

. ,a b R!   z a bi= +     z    z^ h   :

21
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11

.        (5-14)  

:      225 32- +  :  (5)

a  i15 6- +  b  i6 15+  c  i6 15-  d  i32 15+

:  i x yi10 6 2 3- - = +  :   (6)

a  ,x y5 2= = -  b  ,x y5 2=- = -  c  ,x y5 2=- =  d  ,x y5 2= =

:  
z

z

2

1
c m  z i32 = - -   z i5 21 = +    (7)

a  i10
1

10
17

+  b  i10
1

10
17-

-  c  i10
1

10
17-

+  d  i10
1

10
17

-

 (x , y)  :x i y i i53 32 5
+ = +  :   (8)

a  (5, 1) b  (-5, -1) c  (5, -1) d  (-5, 1)

:  3 4 4 9+ - + -^ ^h h :    (9)

a  i1718 +  b  18 3 9 4 4+ - + -

c  i6 17+  d  18

:  z i1 2 2
= +^ h  :      (10)

a  z i3 4= - +  b  z i5 4= +  c  z 3= -  d  z 5=

:  z i2 3
= -^ h  :      (11)

a  z i14 13= +  b  z i14 13= -  c  z i2 11= -  d  z i2 13= -

:  z i
i
2

=
+

 :      (12)

a  z i1 2
5 5= +  b  z i1 2

5 5= - -

c  z i1 2
3 3= +  d  z i1 2

3 3= - +

:  z250   z i=     (13)

a  -i b  i c  1 d  -1

:    i5 x
+^ h    x    x Z! +    (14)

a  Z+  b  , , , , ...0 2 4 6" , c  , , , ...1 3 5" , d  , ..., ,2 4 6" ,

i2 3+   i5 6-    

:
i
i

i
i

i
i

2 3
5 6

2 3
5 6

2 3
2 3

#
+
-

=
+
-

-
-

 i i i

2 3

10 15 12 18
2 2

2

=
+

- - +

^ ^h h

 i13
10 18

13
15 12

=
-

-
+

 i13
8
13
27

=
-
-

i1 2+   i2 3-     12

:         

a  2
i3 -  b  i

i
2 3
5
-
+

a k

:

a  i i i
i2 2

3 3 3
3

#
-
=

- +
+       

 i
3 1
6 2
2 2=
+

+

 i10
6

10
2

= +  

 i5
3

5
1

= +

b  i
i

i
i

i
i

2 3
5

2 3
5

2 3
2 3

#
-
+

=
-
+

+
+       

 i i i
2 3

10 15 2 3
2 2

2

=
+

+ + +     

 i i13
7 17

13
7

13
17

=
+

= +  

i
i i i

2 3
5

13
7 17

13
7

13
17

` -
-
+

=
+

=a ak k

:        13

a  i
i2 5

3
+
+  b  i

i2
2
+
-   c  

i
i

2 3
5
-

+

                   :

z
z

z
z

=
2

1

2

1` j
 .     
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:z 1-   iz a b= +       

= =z z a bi a bi
a bi1 11

#
+ -

--  :  

=z i
a b
a

a b
b

2 2 2 2
1

+
-

+

-

:     

a  z i3 5= -1  b  z i2 1= -2  c  z i7= -3

:

a  z i i
i

3 5
1

3 5
3 51

#=
- +

+-
1  z1      

 i9 25
3

9 25
5

=
+

+
+

 i34
3

34
5

= +

b  1-z i i2 1
1

1 2
1

=
-

=
- +2      

 i i
i

1 2
1

1 2
1 2

#=
- + - -

- -

 i1 4
1

1 4
2

=
+
-

-
+

 i5
1
5
2

=
-
-

c  1-z i7
1

=
-3

 i i
i

7
1
#=

-

 ( )
i

i
i

7 1 7 7
1

#
=
- -

= =

:      11

a  z i3 7= - -1  b  z i5 11= +2  c  z i6=3

z
a b
z1
2 2=
+

-  :     :

   z
z
1

2
       z2        z1    

.        
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«نشاط1»

����� ��	
� ��
��� ���� �
��
� ����
i2 3+ 2 3

i4 5- 4 5-

i 1- 1- 1

7 7 0

i- 0 1-

«تدريب»

(c) z 11 z i3 4= = +^ h

(d) z z z z i i i3 4 5 2 8 21 1+ = + = - + + = -2 2

(f) z z z z i i3 4 5 21 1: := = - +2 2 ^ ^h h

  i i i i15 6 20 8 12 2+= - - = -^ h

  i23 14= -
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:

cos
4 2

2
=

 

sin
4 2

2
=

 

:  1

a  i6 4-  b  i2 5- +

Polar Coordinates   

     M    ( , )r    
    M     ( , )x y      

r

( ),M x y

x

y

 .

       

cos

sin

r x y

x r

y r

2 2
= +

=

=

 :

. M             

:      

a  ,M 5 4` j  b  ,N 2 6
5

` j

:

a  ,M 5 4` j

,r 5 4= =   :  M     ,5 4
` j  

cosx r= siny r=

cos 45= sin 45=

2
25 #= 2

25 #=

2
5 2

= 2
5 2

=

5 2
2
5 2
,2

c m : M         `
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7-2     
Polar Coordinates and Trigonometric Form of

a Complex Number

 
• .  
• .    
•     

.
•      

.  

:  
•   

Polar Coordinates  
•   

The Trigonometric  
Form  

•    
 Norme of the  
Complex Number  

•   
Magnitude of the  
Complex Number  

•  
Transformation  

:
   
   Modulus
.    

:a
c

b   :  

c a b2 2 2
= +  ,  

c a b2 2
= +  

  

1

0
1
θ

r

M(x,y)

y

x

    M(x, y)  

O    M 

         
M O   r  ,xO OM= ^ h 

r θ  x, y  1

x, y  r      2

θ      3

,M 2 23
^ h ,M 0 12 ^ h ,M 3 01 -^ h    θ  r   4

Absolute Value of a Complex Number     

0

b

a

z

( , )M a b

          

        

.      

z a bi= +      

z a bi a b2 2
= + = +   :

:
a  i5  b  i3 4-

:

.         5  i5  a

 i5 5` =

b  i3 4-

 ( )432 2
= + -  a bi a b2 2

+ = +

 169= +  
 5=
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2-7:  الإحداثيات القطبية والصورة 
المثلثية لعدد مركب

الأهداف  1

يتعرف الإحداثيات القطبية.• 

يكتب الصورة المثلثية للعدد المركب.• 

يتعرف المحور الحقيقي والمحور التخيلي.• 

يوجد مقياس عدد مركب وسعة عدد مركب.• 

يتعرف التحويل بين الصورة الجبرية والصورة • 
المثلثية لعدد مركب.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

إحداثيات قطبية - الصورة المثلثية - مقياس العدد 
المركب - سعة العدد المركب - تحويل.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة - ورق رسم بياني - حاسوب - جهاز إسقاط 
.(Data Show)

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

أوجد ناتج كلّ مما يلي في الصورة الجبرية:

(a) i i i i2 3 4 5 6 42 3+ + + +

(b) i i4 3 6 7+ -^ ^h h

(c) i
i

2 3
2 3

-
-
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2 3 3
5

` = - =       L `

 ,L 2 3
5a k  :    

b  ,M 3 4- -^ h

 ( ) ( )r 3 42 2
= - + -

 9 16= +  

M

2

1

-1
-1-2

-2

-3

-
-3

-4

 25=

 5=

     

tan x
y

3
4

3
4

` = =
-
-

=

tan 3
41

=
- a k  :
,x y0 0a 1 1

    M `

° tan180 3
41` = +

- a k   

.°233 7 48 37= l m

, .M 5 2 3 7 48 373 º l m^ h    

0 21G       ,r^ h    3

a  ,D 33 3^ h b  ,C 2 54 -^ h

Trigonometric Form   

y

xO
θ

M

r

 z x yi= +     ( , )M x y  
,M r rO 02=   M  O    

,xO OM^ h     θ

:   z x yi= +     

.z      ( )icos sinz r= +

:   z           r 

r z x y2 2
= = +

,r
y

r
x

sin cos= =       θ 

.   ,tan x
y

x 0!=     

 x yi+     θ         
. 2+  , 4+ , ... , :k k2 Z!+  :       

.        º º0 3601G   ,0 2! h6   

:
   
   ´  ª

.´  ª
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:
    
     

 :  

 

 :  

:  
    
    
    
    
    
     
    
    .
    
    
   

.   

:

     
:     

: ,

: ,

: ,

: ,

x y

x y

x y

x y

0 0

0 0

0 0

2 0 0

2 2

1 2

1 1

2 1

=
-

+

-

Z

[

\

]
]

]]

:
    
    

. ( , )r

   
   

. ( , )x y   

b  ,N 2 6
5a k

,r 2 6
5

= =  :  N     ,2 6
5a k  

 

cosx r=

 cos 6
52=

 2
3

2 #=
-

 2
6

=
-

siny r=

 sin2 6
5

=

 2 2
1

#=

 2
2

=

2 2
2

,
6-

c m : N         `

:        ,x y^ h    2

a  , ºA 5 300^ h  b  ,B 3
2

2a k

 r    ,r^ h     ( , )x y     

tan x
y

=  :        r yx2 2
= +  :  

.  x, y              

:    ,r^ h       

a  ,,L 1 3 0 21#-^ h  b  ,,M 3 4 0 360º º1#- -^ h

:

a  ,L 1 3-^ h

 r 1 32 2
= + -^ ^h h  

L

1
-1

-1

1 1 3 4 2= + = =

     

tan x
y

3` = = -

 3=

 tan 31
=

-  :

 3` =

,x y0 0a 2 1
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التدريس  5

ركّز على فكرة الإحداثيات القطبية للطلاب من خلال 
فقرة «دعنا نفكر ونتناقش» كونها المدخل الأساسي 

للصورة المثلثية في كتابة العدد المركب.

اكتب على السبورة إلى جانب المستوى الإحداثي القطبي 
 ,x y^ h القواعد التي تربط بين الإحداثيات الديكارتية

. ,r θ^ h والإحداثيات القطبية

,cos sinx r y rθ θ= =  ،r x y2 2
= + حيث 

شجّعهم على فهم هذه القواعد من خلال النسب المثلثية 
في المثلث قائم الزاوية بدلاً من حفظها، وبالتالي يصبح 

التحويل بين هذه الإحداثيات سهلاً للغاية.

في المثال (1)

نبهّ الطلاب إلى أن القيمة المطلقة للعدد المركب أو 
مقياس العدد المركب أو معيار العدد المركب هي تعابير 

متشابهة وتعني قيمة واحدة وهي:

z a b2 2
= + z فإن  a bi= + إذاكان 

z x y2 2
= + z فإن  ix y= + أو إذا كان 

في المثالين (3) ,(2)

ناقش مع الطلاب التحويل من الإحداثيات القطبية إلى 
الإحداثيات الديكارتية، ثم من الإحداثيات الديكارتية إلى 

الإحداثيات القطبية.

أخبر الطلاب أن لكل عدد مركب صورة في المستوى 
الإحداثي، وهي نقطة معرفة بالإحداثيات الديكارتية، ومن 

ثم بإحداثيات قطبية. وسيكون للمحاور أسماء جديدة، 
حيث يصبح محور السينات المحور الحقيقي ومحور 

الصادات المحور التخيلي.

=r مقياس العدد المركب أو معيار العدد المركب.

=θ سعة العدد المركب.

اطلب إلى الطلاب تكرار هذه المفردات بصوت مرتفع 
عدة مرات.
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Polar Coordinates and Trigonometric Form of a Complex Number

  A 

 :  (1)

(a) i5 12+  (b) i2 2-  (c) i2

:       (2-7)  

(2) ,2 3` j (3) ,1 4
3

a k

(4) . ,1 5 3
7a k (5) ,2^ h

(6) ,2 270c^ h (7) ,2 6-` j

:        (8-13)  

(8) (1, 1) (9) (-2, 5)

(10) (-3, 0) (11) (0, 4)

(12) ,2 2 3- -^ h (13) ,3 3 3-^ h

:           (14-21)  

(14) 3i (15) 2 + 2i

(16) i2 2 3- +  (17) i2
1

2
3

-

(18) -2i (19) i3 +

(20) 8 (21) i2
3

2
1

- -

: ,0 2! h6   ( )cos sinz r i= +        (22-28)  

(22) cos sini5 4 4-` j (23) ( )cos sini8 30 150- -c c^ h

(24) cos sini2 6
7

6
7

- +` j (25) cos sini2 45 405º+c^ h

7-2

:       

a  z i1 3= +1  b  z i2 2= - -2  c  z i2
3

2
1

3 = - +

:
a  z i1 3= +1

 ,x y1 31 1= =

 r z 31 4 2
2 2

= = + = =1 1 ^ ^h h

:   1   

tan x
y

1
3

3` = = =1
1

1

3` =1

,x y0 0a 221 1

.          1 `

3` = =1 1

cos sinz i2 3 3= +1
` j :   

b  z i2 22 = - -

 ,x y2 22 2= - = -

 r z 2 2 8 2 2
2 2

= = - + - = =2 2
^ ^h h

2tan x
y

2
2

1= =
-
-

=
2

2  :   2   

4` =2

,x y0 0a 1 12 2

.      2 `

4` = + = +2 2

 
4
5

=

cos sinz i2 2 4
5

4
5

= +2
a k :   

c  -z i2
3
2
1

= +3

 - ,x y2
3

2
1

= =3 3

 -r z 2
3

2
1

4
3
4
1
13

2 2

3= = + = + =c am k

:  
     

:    

    r 1=

.    

29

في المثالين (5) ,(4)

تأكّد من أن الطلاب يكتبون الصورة المثلثية للعدد المركب 
cos وأن التحويل مع الصورة الديكارتية  sinz r iθ θ= +^ h

يعتمد على القواعد:

, ,cos sinr x y x r y r2 2 θ θ= + = =

نبهّ الطلاب إلى قيم الدوال المثلثية للزوايا التي تكون أكبر 
. وكذلك ألفت انتباهم إلى الوضع المناسب  π2 من °90 أو 

 Deg أو Rad على الآلة الحاسبة بحيث يستخدمون
بحسب وحدة القياس المستخدمة.

في المثالين (7) ,(6)

يستخدم الطلاب حساب المثلثات لتحويل العدد المركب 
من الصورة المثلثية إلى الصورة الجبرية وبالعكس.

شجّع الطلاب على مراجعة العلاقات بين الدوال المثلثية.

أكّد لهم أن القيمة المطلقة للعدد المركب r هي دائمًا قيمة 
r، ولكن sinθ ،cosθ يمكن  x y2 2

= + موجبة، حيث 
أن تكونا موجبتين أو سالبتين، ويمكن أن تكون إحداهما 

موجبة والأخرى سالبة.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  6

قد يخطئ الطلاب في كتابة الصورة المثلثية للعدد 
sin cosz r iθ θ= +^ h المركب فيكتبون

، ولا يمكن التبديل بين  cos sinz r iθ θ= +^ h :أكّد لهم أن
.sinθو cosθ

التقييم  7

تابع مع الطلاب فقرات «حاول أن تحل» لتتأكد من حسن 
أدائهم في التحويل بين الصورة الديكارتية والصورة المثلثية 

للعدد المركب وبالعكس.
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(26) cos sini4 6 6- +` j (27) 5(cos sini60 60- + -c c^ ^h h)

(28) sin cosi3 3 3+` j

:         (29-33)  

(29) cos sini2
7

6
7

6 +a k (30) cos sini4 42 -` j

(31) cos sini2 3 3
- -

+` j (32) cos sini7 6
11

6
11

+a k

(33) cos sini225 2253 +c c^ h

  B 

.     b      a   (1-6)  

a  b   ,A 2 3 2-^ h :  ,A 4 6
7a k :    (1)

a  b   ,B 1 1-^ h :  , ºB 2 135^ h :    (2)

a  b   ,M 1 4
5a k :  ,M 2

2
2
2- -

c m :    (3)

a  b   cos sinz i2 6 6= +` j :    z i3= -  :   (4)

a  b   z i1= -  :  cos sinz i2
7 7
4 4= +` j :     (5)

a  b   330∞  º ºcos cosz i3 2400= +     (6)

.        (7-13)  

:  ,A 4 3
5a k :    (7)

a  ,A 2 2 3^ h b  ,A 2 2 3-^ h c  ,A 2 2 3- -^ h d  ,A 2 2 3-^ h

:  ,B 2
2

2
2-

c m :    (8)

a  ,B 1 4
-` j b  ,B 1 4

` j c  ,B 1 4
3a k d  ,B 1 4

3-a k

:   3   

tan x
y

2
3
2
1

3
3

= =

-

=
3

3
3

 6=3

,x y0 03 3a 1 2

.      `3

63 3` = - = -

 6
5

=

cos sinz i6
5

6
5

3 = +  :   

:        4

a  z i
2
5

2
5

= -1  b  z i1= - -2  c  z i32 2+= -3

icos sinz r= +^ h  :       

a  cos sinz i2 4 4= -1 ` j

b  cossinz i6 6= +2

c  cos sinz i2 6 6= - +3 ` j

d  icos sinz 2
9

30 390º º= +4 ^ h

:
a  ,cos sinz i x y2 4 4 0 02 1= -1

` j

 cos sinz i2 4 4=
-
+

-
1 ` j

 4 4cos sini7 72= +a k

b  ,sin cosz i x y6 6 0 02 2= +2

 cos sini2 6 2 6= - + -` `j j

 cos sini3 3= + ` j

:
cos cos- =^ h  

sin sin- = -^ h  

:

cos sin2 - =` j  

cos sin
2

+ = -` j
 

sin cos2 - =` j

 

sin cos2 + =` j

 

:
     
:    

,k k2 N!+

30

اختبار سريع

,
πD 3 3

2a k 1 أوجد الإحداثي الديكارتي للنقطة

 ,
π

cosr x r3 3
2

3 2
1

= = =
-a ak k

 x 2
3

= -

 siny r 3
2

3 2
3π

= =a ck m

 y 2
3

=

,D 2
3

2
3

-c m  :ومنه  

,M 2
2

2
2

-c m 2 أوجد الإحداثي القطبي للنقطة

 r 2
2

2
2

1
2 2

= + - =c cm m

 ,cos sinr
x

r
y

2
2

2
2

θ θ= = = = -

π
4
7θ = ومنه:    

,M 1 4
7π` j الإحداثي القطبي  

z في الصورة  i1 3= - 3  اكتب العدد المركب: 

المثلثية.

 z 1 3 22 2
= + - =^ ^h h

 ,cos sin2
1

2
3

θ θ= = -

3
5πθ = فتكون:    

cos sinz i2 3
5

3
5π π

= +a k والصورة المثلثية  

 ππ
cos sinz i3 3

4
3

4
= +a k :4  اكتب العدد المركب

في الصورة الجبرية.

 z
2
3

2
3 3

= - - i
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إجابات وحلول  8

«دعنا نفكر ونتناقش»

1  ,cos sinx r y rθ θ= =

2  cos sinx y r r2 2 2 2 2 2θ θ+ = + =^ h

3  إذا لم يكن قياس الزاوية θ من الحالات الخاصة 

, فعلينا استخدام الآلة  , , , , ...0 6 4 3 2
π π π π π` j

الحاسبة لإيجاد قيمة تقريبية.

4  ,M r 3 πθ= =1 ^ h

 ,M r 1 2
πθ= =2

` j

 ,M r 2 4
πθ= =3

` j

«حاول أن تحل»

1  (a) 2 13

 (b) 29

2  (a) ,A 2
5

2
35-

c m

 (b) ,B 1 3-^ h

3  (a) ,D 6 6
π

` j

 (b) , . radC 6 5 442^ h

4  (a) cos sini5 4
7

4
7π π

+` j

 (b) cos sini2 4
5

4
5π π

+a k

 (c) cos sini4 3
2

3
2π π

+a k

5  (a) cos sini3 3
2

3
2π π

+a k

 (b) cos sini2 4 4
π π

+` j

 (c) cos sini3 4 4
π π

+` j

 (d) º º ºcos sini3 50 180 130+ -^^ hh

 º ºcos sini3 50 50= +^ h

14

:  ,0 2! h6   z i2 2 3= -  :     (9)

a  cos sinz i4 3
5

3
5

= +` j b  cos sinz i4 3 3= +` j

c  cos sinz i4 6 6+= ` j d  cos sinz i4 3
2

3
2

= +a k

:  0 21G   z i1
4

=
-

-  :     (10)

a  cos sinz i4 4
5

4
5

= +a k b  cos sinz i5 5
2 2 4 4= +a k

c  cos sinz i3 3
2 2 4 4= +a k d  cos sinz i2 2 4

7
4
7

= +` j

:  0 21G   cos sinz i3 3
2

3
2

= -a k :      (11)

a  z i2
3 3

2
3

= - -  b  z i
3

2
3

2
3

= - -

c  z i
3 3

2
3

2= - +  d  z i
3

2
3

2
3

= +

:  i in n2 2 2 8++ +^ h   n Z6 ! +   (12)

a  1 b  0 c  -1 d  i -2n

:  i i6 2 3 5 2
- +^ h   (13)

a  35 12i-  b  35 + 12i c  81 - 12i d  81 + 12i

c  cos sinz i2 6 6= - +3 ` j

 ,sincos i x y2 6 6 0 01 1= - -` j

 cos sini2 6 6= + + +` `` j jj

 cos sini2 6
7

6
7

= +a k

d  , ,cos sinz i x y30 390 0 02
9 º º 2 2= +4 ^ h

 ( )cos sini30 360 302
9 º º º= + +^ h

 cos sini30 302
9 º º= +^ h

cos sinz r i= +^ h :        5

a  cos sini3 33 - +` j b  sin cosi4 42 +` j

c  cos sini4 43- - -` j d  ( )icos3 50 130º - -sin c^ h

:       

a  cos sinz i2 6
7

6
7

1 = +` j b  cos sinz i3 6 6=
-

+
-

2 ` `` j jj

:

a  cos sinz i2 6
7

6
7

= +1
a k

 z i2 2
3
2
1

= - -1
c m

 z i3= - -1

b  cos sinz i3 6 6=
-

+
-

2 ` `` j jj

 z i2
3
2
1

3= -2
c m

 z i
3 3
2 2

3
= -2

:        6

a  cos sinz i4 44= +1
` j b  cos sinz i3

5
3
5

2 = +a k

:
cos cos- =-^ h  

sin sin- =^ h  

:
cos cos+ = -^ h  

sin sin+ = -^ h  

31
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Trigonometric Form In Special Cases      

         .(  )        
 .    a, b .       .(  )

:
:  z 0=   

, ,yx r0 0 0= = =

.   

 (rad) ( ) 

aa0

a-a a- =

bib2

bi-b b- =2
3

:        

a  z 3=1  b  z 5= -2  c  z i3 =  d  z i3= -4

:

a  r z 3 31 1= = =   , 0 =    cos sinz i3 0 0( = +1 ^ h

b  r z 5 52 = = - =2   , =    cos sinz i5( = +2 ^ h

c  r z i 13 = = =3   , 2 =    cos sinz i2 213( = +` j

d  r z i3 34 = = - =4   ,  2
3
=    cos sinz i3 2

3
2
3

4( = +a k

:         7

a  z i2=1  b  z 5=2   c  z 4
3

=
-

3  d  z i2
5

4 = -

32

6  (a) z i2 2 2 2= +1

 (b) z i2
1

2
3

= -2

7  (a) cos sinz i2 2 2
π π

= +1
` j

 (b) cos sinz i5 0 0= +2 ^ h

 (c) cos sinz i4
3 π π= +3 ^ h

 (d) cos sinz i2
5

2
3

2
3π π

= +4
a k



29

15

7-3

 

Solving Equations

  A 

:        (1-4)  

(1) z i i3 1 5 2- + = -   

(2) z z i2 4+ = +    

(3) z i z i5 4 2 3 1 4- + = + -  

(4) z i z i3 1 8 2 0+ + - - =^ ^h h  

:        (5-9)  

(5) x16 64 02
+ =

(6) x x5 7 02
- + =  

(7) x x6 25 02
+ + =  

(8) zz 2 4 02
- + =  

(9) z z
4

2=+  

       i
2

1 7- +        z z 2 02 =+ +     (10)
.

z i3 4=- +  :       (11)

z i5 12= +  :       (12)

z i7 24=- -  :       (13)

i z i2 22 192 =+ -^ h  :    (14)

 
Solving Equations

7-3

 
•      

. C   
•     

.  
•      

. 0T 1

:  
•    

Square Root of a  
Complex Number  

•    
 Quadratic Equation  
   

 

:     C      1

x 42
=-  a  

.    k  x k2
=  b  

x x2 5 02
- + =  :   2

.       a  

. ( )x xx 2 5 412 2
- + = - +  :       b  

. C    c  

.C  zz 4 13 02
+ + =  :   2     3

 C        :
  Solving First Degree Equations in C  

            
.        

.C      z i i3 1 7 3+ - = +  :    

:

z i i3 1 7 3+ - = +

z i i3 7 3 1= + - +  z   

z i3 6 4= +  

 z i
3
6 4

=
+

 z i32
4

= +

i2 3
4

+ =& 0   

.C      i iz2 3 2+ = +  :     1

33

حل معادلات  :7-3

الأهداف  1

يحل معادلات من الدرجة الأولى تتضمن عددًا • 
ًّا. تخيلي

يحل معادلات من الدرجة الثانية في متغير واحد.• 

يوجد الجذرين التربيعيين لعدد مركب.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

جذر تربيعي لعدد مركب - معادلة تربيعية.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

حلّ المعادلات التالية:

(a) x 9 02
- =

(b) x 25 02
+ =

(c) x x4 20 02
+ + =

التدريس  5

يتوسع هذا الدرس في إيجاد مجموعة الحل لمعادلات 
مميزها سالب إلى معادلات تتضمن أعدادًا مركبة، لذلك 

ا التدرج من المعادلة من الدرجة الأولى إلى  من المفيد جدًّ
المعادلة من الدرجة الثانية.

في المثالين (2) ,(1)

يوضّح هذان المثالان كيفية التعامل مع المعادلة من 
الدرجة الأولى لإيجاد مجموعة الحل بالصورة الجبرية 

z كما وردت في المثال (2). x yi= + z أو  a bi= +

ناقش مع الطلاب خطوات الحل في المثال (2)، وأخبرهم 
z تساعد كثيرًا على تخطي  x yi= + أن كتابة z على صورة 
z والتي هي مرافق العدد المركب z، حيث  إشكالية وجود 

x yiz = - z و x yi+= نجد العلاقة بين 
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  B 

.     b       a   (1-6)  

a  b  z i3= +  :  z i2 5+ = -  :   (1)

a  b  z i1 5= -  :  z z i2 3 5 0+ - - =  :   (2)

a  b  ,i i2 2- - +" , :  z z4 5 02
- + =  :    (3)

a  b  1- , 1 :  1-     (4)

a  b   iz 5 3= +1 , iz 5 3=- -2 :  z i16 30= +  :     (5)

a  b  z z 01 2+ =   z    ,z z1 2    (6)

.        (7-10)  

:  z i z2 5 6 3- + =-  :   (7)

a  z i1 6= +  b  z i1 6=- +  c  z i1 6= -  d  z i1 6=- -

:  z z4 20 02
- + =  :    (8)

a  ,i i2 4 2 4- - -" , b  ,i i2 4 2 4- + - -" ,

c  ,i i2 4 2 4- +-" , d  ,i i2 4 2 4- +" ,

:  z i33 56= -  :     (9)

a  
i

i

z

z

7 4

7 4

=- -

= +2

1
(  b  

i

i

z

z

7 4

7 4

= -

=- +2

1
(

c  
i

i

z

z

7 4

7 4

= +

= -2

1
(  d  

i

i

z

z

7 4

7 4

=- -

=- +2

1
(

:  ( )i z i3 4 5 2- = -    (10)

a  i3
5

2
1

+  b  i3
5

2
1

-  c  i2525
23 14

+  d  i23
2525
14

-

:
     
    
    
    

.

:
    
    
    

. i 1
2
= -

.C   z iz i2 5 2+ = -  :    

:

.   x, y  ix yz = +  

z z ii2 5 2+ = -

x yi x yi ii2 5 2+ + + = -^ ^h h  x yi+   z    

x yi x yi ii2 5 2-+ + = -^ ^h h  x yi-   x yi+  

( )x yi xi y i i2 2 5 22
+ + - = -

x yi xi y i2 2 5 2+ + + = -  i 12
= -

x y x y i i2 2 5 2+ + + = -^ h        
x y

x y

2 5

2 2

+ =

+ = -
)     

:    

x

y

4

3

=

= -
)

. i4 3- =" ,  :  

.z i z2 1+ = +  :     2

 C           :
Solving Quadratic Equations With One Variable in C  

.x C!   x4 100 02
+ =  :    

:

x4 100 02
+ =

x4 1002
= -

x 252
= -

25x != -

5x i!=  a ai2
- =

. ,i i5 5- =" ,   

34

في المثال (3)

يوضّح هذا المثال كيف نحل معادلات على الصورة 
x وأن الحلول هي أعداد تخيلية. a 02 2

+ =

في المثال (4)

كثيرًا ما يساعد هذا المثال على إيجاد حل معادلة من 
. 01T الدرجة الثانية عندما يكون المميز 

i وعندها  12
= - ، وأن  b ac42T = - ذكّر الطلاب أن 

z a
b i

2
! T

=
- - تصبح الحلول أعدادًا مركبة على صورة 

في المثال (5)

يساعد هذا المثال الطلاب على تعويض قيمة عدد مركب 
في معادلة من الدرجة الثانية والتأكد من أنه أحد حلول 

هذه المعادلة وبالتالي لإيجاد الحل الآخر (أو الجذر الثاني) 
az يمكنهم استخدام  bz c 02

+ + = لمعادلة الدرجة الثانية 
z z c

a# =21 z أو  z a
b

+ = -21 إحدى العلاقتين: 

في الأمثلة (8) ,(7) ,(6)

أكّد للطلاب أن الجذرين التربيعيين لأي عدد مركب هما 
دائمًا موجودان، وأنهما عددان مركبان.

أخبرهم أن المعادلات الثلاث التي نحصل عليها ضرورية 
لإيجاد الجذور التربيعية، وأن إحدى هذه المعادلات وهي

m توفر فقط نوعية الإشارات لكل من m, n والأساس  n#

...

...

m n

m n

2 2

2 2

+ =

- =
)

هو حل النظام: 
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:
   
  ax bx c 0

2
+ + =

, , ,a b c a 0R !!

a
b-   

 
a
c    

:
 ,z a bi b 0!= +   

   
   

    z a bi-=

.

:
  ,z z21   
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Square Root of a Complex Number     

.z    w    z     
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zw2
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( )m ni bia2
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m n mni a bi22 2
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`
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=
)

2 z=w            

. m n a b2 2 2 2 2
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:
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=   z    w m ni= +  
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:x C!          3

a  x3 48 02
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- - =  c  x8 2 02
+ =

.C   16z z4 25 02
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:

.T    
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  6

قد يخطئ الطلاب في الربط بين القيمة المطلقة للعدد 
z والقيمة المطلقة لجذره التربيعي  a bi= + المركب 

.w m ni= +

| ولكن  |z a b2 2
= + اكتب أمامهم على السبورة أن: 

،w z2
= . وبما أن  | |w m n2 2

= +

m n a b2 2 2 2
+ = + فإن: 

التقييم  7

تابع الطلاب وهم يتعاملون مع فقرات «حاول أن تحل» 
لتقف على حسن أدائهم وفهمهم لما ورد في هذا الدرس.

اختبار سريع

z i z3 2 1+ = - 1 أوجد مجموعة حل المعادلة: 

z x yi= - z فتكون  x yi= + نأخذ   

 , ,x y z i1 1 1= = - = -

z z5 6 9 02 + + = 2 أوجد مجموع حل المعادلة: 

i36 180 144 1442
#Δ = - = - =  

 ,z i z i5
3

5
6

5
3

5
6

=
-

- = - +1 2

3 أوجد الجذرين التربيعيين للعدد المركب:

 (a) z i4=

  
m n

m n

m n

0

2 4

0 4 4

2 2

2 2 2 2

- =

=

+ = + =

Z

[

\

]]

]

  ,m m2 2` = - =

  ,n n2 2= - =

,i i2 2 2 2+ - -" مجموعة الحل:  ,  

 (b) z i12 16= - -

  
( ) ( )

m n

m n

m n

12

2 16

12 16 20

2 2

2 2 2 2

- = -

= -

+ = - + - =

Z

[

\

]]

]

  ,m m2 2` = - =

  ,n n4 4= - =

,i i2 4 2 4- + -" مجموعة الحل:  ,  
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m ni i3 42
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m n
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m m2 8 42 2
&= =  :   (1), (3)  

n 12` =  :   (1)  
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m m
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2

1 1

2
&

= = -

= = -
(

   ,m n    mn2 4=   

,m n2 1` = =   ,m n2 1= - = -

,w i w i2 2= + = - -1 2  :  z i3 4= +     

z i3 4= - -       6

.z i7 24= -      

:

zw2 =   z    w m ni= +  

m ni i7 242
+ = -^ h  

m n mni i2 2472 2
- + = -     

( )

( )

m

mn

n 7 1

2 24 2

2 2

`
- =

= -
)     

 2 z=w     :  

m n 7 242 2 2 2 2
+ = +_ ^ ^i h h

( )m n 25 32 2+ =
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إجابات وحلول  8

«عمل تعاوني»

1  (a) ,x i x i2 2= = -

 (b) ,x k x k ii= - = - -

2  (a) 4 20 16 01T = - = -

لا توجد حلول حقيقية للمعادلة.  

 (b) x x2 1 1 52
- + - +

 x 1 42
= - +^ h

 (c) x 1 4 02
- + =^ h

  x i1 42 2
- =^ h

  ,x i x i1 2 1 2= - = +

3  z z4 4 4 13 02
+ + - + =

 z i2 92 2
+ =^ h

 ,z i z i2 3 2 3= - - = - +

«حاول أن تحل»

1  i2
3

2
1

+& 0

2  ,z x yi z x yi= + = -

 x 1= - ومنه: 

 y 3
1

= -

i1 3
1

=- -& 0 مجموعة الحل   

3  (a) , ,x i i i16 16 4 42 2
= - = -" ,

 (b) , ,x i i i30 30 30 302 2
= - = -" ,

 (c) , ,x i i i4
1

4
1

2
1

2
12 2

=
-

= -& 0

4  , ,z i i i1 1 12 2
- = + -^ h " ,
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المرشد لحل المسائل

 

 

 

 

  

  
 

  
 

  
 

    
C      

   
C    

  

  

  

•  .   a, b  a bi+       
•  a a i- =  a    
•  .   b    a    a, b  z a bi= +  :    
•  .             
•  .               
•  .      (a, b)   z a bi= +     
•  .             (  )    (  )  
•  z a bi- =- -     z a bi= +     
•  z z a a b b a b a b i1 : = - + +1 12 2 1 2 2 2 1^ ^h h   ,z a b i z a b i11 1

= + = +2 2 2   
•  , , ,i i i i i i1 14 4 1 4 2 4 3p p p p

= = =- =-
+ + +   :   p  

•  z a bi= -r     z a bi= +    

•   z z a2+ =r   z z bi2- =r   z z a b2 2
: = +r   :  

 2z z zz1 1 2!=!   2zz z z1 1 2: :=   z z1 1=r^ h   
zz

z z
2

1

2

1
=a k   , z 02 !

•      z
z2
1          z2     z1     

.       
•        (a, b)       z a bi= +      

a bi a b2 2
+ = +

•  .        r OM=   ( , )r     M   
•  a br 2 2

= +   cos sinz r i= +^ h  z a bi= +     
, ,sin cos tan

y
r r

x
x
y

= = =  
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.     ( ) ( )z i z i z i8 17 8 17 03 2
+ - + + - + =  :   

.     .      a

.   b

:
i

i i

i

1

1

2

3

4

= -

= -

=  :

:ni  z       ni     a

( )( ) ( )( )( ) i ni i ni ini 8 17 8 17 03 2
+ - + + - + =

( )n i i n ni n i8 17 8 17 03 2
- + - + - + + + =^ h

n i n n i ni n i8 17 8 17 03 2 2
- + - + + + =

( )n n n n n i8 8 17 17 02 3 2
+ + - - + + =^ h     

,n n n n8 1 0 0 1&+ = = =-^ h   :(1)  

n n n1 17 1 02
- + + + =^ ^h h   :(2)  

, ,n n n n n1 17 0 1 17 172
&+ - = =- = =-^ ^h h

.     z i `=-   n 1=-   (1), (2)   n  

. ( ) ( )z i z i z i8 17 8 173 2
+ - + + - +      z i+^ h  b

i i i1 8 17 8 17

8

- +

-

i

i i i8 17

1 17 0

- -

- + -  .        

( ) ( ) ( )z i z i z i z i z z8 17 8 17 8 173 22
+ - + + - + = + - +^ h  :   

z i z z8 17 02
+ - + =^ ^h h  :   

z i 0+ =   z z8 17 02 `- + =

z i=-   z z8 17 02
- + =

( ) ( ) i8 4 1 17 4 4
2 2

# #T = - - =- =^ h

i4= -z i
2

8 2
=

-   4 i= +z i
2

8 2
=

+

. , ,i i i4 4- - +" , :    

 

.      z z z2 2 4 1 2 01 83 2
+ - + - - =^ ^h h  :   
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إجابة «مسألة إضافية»

نكتب المعادلة:

 z z z8 2 2 1 4 2 1 03 2
- + - - - =^ ^h h

 z z z z z2 2 4 2 2 1 2 02 =- + + + - -^ ^ ^ ^h h h h

 z z z z z2 2 4 2 2 2 02
- + + + - =^ ^h h

 z z z2 2 2 4 02
- + + =^ ^h h

z وهو جذر حقيقي. 2= z أي  2 0- = ومنه 

والمعادلة الثانية:

 z z2 2 4 02
+ + =

 i8 16 8 8 2T = - = - =

 z i2 2= - -1

 z i2 2= - +2

, ,i i2 2 2 2 2- - - +" مجموعة الحل: ,
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17

  

:      (1-4)  

(1) 4 9 2- -  (2) i i4 5 9- + -^ ^h h

(3) i i3 2 6- + - +^ ^h h (4) i i2 3 8 5+ -^ ^h h

i3 7-        (5)

i7 2-      (6)

 :    (7)

(a) i3 77
-  (b) i50  (c) i2 3 2

- +^ h

x2 10 02
+ =  :     (8)

.         i
i

3 2
1 3
+
+    (9)

z
z i1

1
2

-

+
=  :      (10)

i
i

1
3
+
-      (11)

z z2 6 5 02
- + =  :    (12)

:         (13)

(a) 2
1  (b) i3-  (c) i2 3 6+

.       cos sini3 3 3- +` j    (14)

.    cos sini3
3

3 3+` j    (15)

i8 6- +       (16)

z z4 16 25 02
+ + =  :     i2 2

3
- +    (a)   (17)

.    (b)   

18

 

:      (1)

.     i2
2

2
2

+  i2
3

2
1

-  i2
1

2
3

- +  -i i  

.    
i
i

3

3 -

+
   (2)

z icos sin1 3 3= +B
` j z 1A =     A, B, C, D    (3)

.   z 2=
D

 z i2
3

2
3

= +C  

.       sin cosz i= -    (4)

.     i1 8
+^ h    (5)

z z
1

=    z 1=    (6)

f z z i z i z i2 3 13 6 103 2
= + - + + - - -^ ^ ^h h h     i1 +    (a)  (7)

z i1 +=   ( )f z        (b)  

3       z    M    (8)

z z z 2 04 3 2
- + + =  (1) :    i2

1
2
3

- +  i1 +  :   (a) (9)

.(1)     (b)  

            ( )f z z z z 24 3 2
= - - +    (c)  

.   

f z z i z i2 3 5 22
= + - + -^ ^h h     -1   (a)   (10)

.    (b)   



Trigonometry الوحدة الثامنة: حساب المثلثات 

قسُمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

1 - 8: التمثيل البياني للدوال المثلثية (الجيب ، جيب التمام ، الظل)

جزء 1: الدوال الجيبية.  

جزء 2: التمثيل البياني لدالة الجيب.  

جزء 3: التمثيل البياني لدالة جيب التمام.  

جزء 4: التمثيل البياني لدالة الظل.  

2 - 8: التحويلات الهندسية للدوال الجيبية

جزء 1: التحويلات على الدوال الجيبية.  

3 - 8: قانون الجيب

جزء 1: تعريف قانون الجيب.  

جزء 2: استخدام قانون الجيب في حل المثلث.  

جزء 3: تحديد عدد المثلثات والحالة الغامضة.  

4 - 8: قانون جيب التمام

جزء 1: تعريف قانون جيب التمام.  

جزء 2: استخدام قانون جيب التمام في حل المثلث.  

5 - 8: مساحة المثلث

جزء 1: إيجاد مساحة مثلث وقاعدة هيرون.  
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مقدمة الوحدة
الاحتباس الحراري والتصحر عنوانان بدأ كل واحد منا 
ًّا إذ يحملان في طياتهما مخاوف وأسئلة  يسمعهما يومي

محيرة تتناول كل نواحي الحياة وديمومتها.
إن هذين العنوانين هما نتيجة لارتفاع درجة الحرارة في 

بيئة يتغير فيها سيلان الطاقة الحرارية منها وإليها.
وقد تنبه العلماء إلى مخاطر هذه الظاهرة على كل نواحي 

الحياة على الأرض، وعقُدت المؤتمرات وأخُذت قرارات 
وتوصيات، ولكن حتى الآن بقيت الأمور على حالها.

والمعروف أن إنتاج المصانع لمزيد من الغازات السامة 
المسببة للاحتباس الحراري على سطح الأرض يؤدي 

إلى ارتفاع درجة الحرارة. ولمعرفة أهمية هذه الظاهرة 
وتأثيرها على الحياة، نذكر أنه عندما انخفضت درجة 

الحرارة نصف درجة مئوية عن معدلها العام لمدة قرنين منذ 
سنة 1570 ميلادية، تعرضت أوروبا لموجة جليد جعلت 
الفلاحين ينزحون عن أراضيهم ويعانون من المجاعة لقلة 

المحاصيل الزراعية. ومن جهة ثانية، إذا ازدادت درجة 
الحرارة زيادة طفيفة عن معدلها العام فستطول فترة الدفء 

على سطح الأرض وفي الوقت نفسه ستتقلص فترات 
الصقيع والبرد، مما يؤدي إلى نمو النباتات بسرعة أكبر 
وتضاعف المحاصيل وانتشار الحشرات المعمرة، وهذا 

ما يشكل عدم توازن بين عناصر المخلوقات المنتشرة 
ومكوناتها على سطح كوكبنا.

والآن، لا بد من الإشارة إلى العلاقة بين الاحتباس 
الحراري وغاز الأوزون، فبعض الحسابات تبينّ زيادة في 
الاحتباس الحراري، تتبعها زيادة في تحلل الأوزون، وإن 

انبعاث بعض الغازات التي تزيد من تحلل غاز الأوزون 
يؤدي إلى زيادة اتساع ثقب الأوزون، ويعمل أيضًا على 

رفع درجة حرارة سطح الأرض.
الظواهر المرتبطة بالاحتباس الحراري حتى الآن:• 

21 خلال  m ارتفاع مستوى مياه البحار من 9 إلى  -
القرن الماضي.

-  ارتفاع درجة الحرارة على سطح الأرض ما بين 0.4 
و0.8 درجة مئوية خلال القرن الماضي بحسب تقرير 

اللجنة الدولية لتغير المناخ التابعة للأمم المتحدة.

-  ذوبان الجليد في المحيطين المتجمد الشمالي 
والمتجمد الجنوبي وقمم جبال أستراليا.

-  تزايد الدفء في مواسم الشتاء خلال العقود الأخيرة 
وتناقص فتراته بحيث بدأ الربيع يحل باكرًا.

-  تغير مجاري التيارات المائية داخل المحيطات ما أثرّ 
على التوازن الحراري، وهذا ما دفع بالعلماء إلى توقع 

حدوث أعاصير في أماكن لم تكن تحدث فيها من قبل.
الظواهر المتوقعة نتيجة الاحتباس الحراري:• 

-  ارتفاع مستوى سطح البحر نتيجة لاستمرار   
ذوبان الجليد.

- غرق الجزر المنخفضة والمدن الساحلية.  
- ازدياد الفيضانات.  

-  حدوث جفاف في مساحات واسعة من الأرض   
وتصحرها.

- زيادة في عدد العواصف والأعاصير وشدتها.  
- انتشار الأمراض المعدية.  

- انقراض العديد من الكائنات الحية.  
- حدوث كوارث زراعية وفقدان بعض المحاصيل.  

- زيادة عدد الحرائق في الغابات.  



38

  Trigonometry  
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. ,º1 60 1 60= =l l m^ h

      
      
      
        0.25º

.

  

 (   )   
•  .     

•  .    

•  .    

•  .     

  
•  .     :   

•  .    

•  .   

•  .       

•  .       

•  .        

 
  -   -   -   -    -  
 -   -   -   -   -   - 

.   -    -   -  
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سلّم التقييم
الحسابات صحيحة بالكامل - التمثيلات 

البيانية دقيقة - التقرير مفصل ومنظم.

4

معظم الحسابات صحيحة - التمثيلات البيانية 
صحيحة - معظم محتويات التقرير مفصلة 

ومنظمة.

3

بعض الحسابات صحيحة - التمثيلات البيانية 
بحاجة إلى إعادة نظر - محتويات التقرير غير 

مفصلة وغير منظمة.

2

معظم عناصر المشروع ناقصة وبحاجة إلى 
مراجعة.

1

مشروع الوحدة
يعالج هذا المشروع تغير درجات الحرارة في منطقة معينة 

من سطح الأرض، وكيفية استخدام الدوال الجيبية في 
التعبير عن هذا التغير.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

تحقق من عمل الطلاب.  (a)  4

(b) .a 2
32 11

10 5=
-

=

 .b 2
32 11

21 5=
+

=

 12
2

6
π πω = =

:φ لإيجاد قيمة  

 . .
π

sin11 10 5 6 1 21 5# φ= - +` j

3
4φ π

=- نحصل على    

تحقق من رسومات الطلاب.  (c)  

تحقق من عمل الطلاب.  (d)  

التقرير
يجب أن يتضمن التقرير عرضًا مفصلاً يبينّ مراحل العمل 
في المشروع، إضافة إلى التمثيلات البيانية والمقارنة بين 

تغير درجات الحرارة في دولة الكويت.

قدّم شرحًا عن هذا التقرير إلى زملائك في غرفة الصف.

ناقش معهم الحسابات والنتائج كافة التي توصلت إليها.

ًّا. أعد النظر في بعضها إذا رأيت ذلك ضروري
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:       

-1

-2
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2
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-1
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2

3
2

-
3
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1

y

x
-1

-
2

-
2

siny x32=siny x3=siny x=

(3)  (2) (1) 

        

.    a   1  

,0 26 @      b  2  

.    
b
2  3  

(1)    

(1) 

(2) 

(3) 

      .      

cosy a bx=           

:       

a  cosxy 2=   b  35cosy x
-=

:

    cosy x2=  a

2 1,a b= =  :  cosa by x=  

2a =       :     `  
2

1
2

2
b
= =     :   

    cos 35y x
= -  b

5 , 3
1

a b == -  :  cosa by x=  

a 5 5= =-      :     `  
2

3
1
2

6
b
= =     :    
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.            

       siny =       
:     .

 

-1

-1

1

1

0

y

x

2
3 2 4

y

x
2

1           1

. ,2 4         2

      1       

.  (        )     3

Sinusoidal Functions   
  cosy a bx=       siny a bx=     

.       ,a b0 0    

 
• .    
•      

.
• .    

:  
•   

Sinusoidal Functions  
•   

Sine Function  
•   

Cosine Function  
•  

Tangent Function  
•  

Even Function  
•  

Odd Function  
•  

Axis of Symmetry  
•  

Center of Symmetry  

:  
,R 3 3= -^ h

(    )    
Graphs of Trigonometric Functions

(Sine, Cosine and Tangent)

8-1
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المثلثية  للدوال  البياني  1-8:  التمثيل 
(الجيب، جيب التمام، الظل)

الأهداف  1

ًّا.•  تمثيل دالة الجيب بياني

ًّا.•  تمثيل دالة جيب التمام بياني

ًّا.•  تمثيل دالة الظل بياني

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

دوال جيبية - دالة الجيب - دالة جيب التمام - دالة 
الظل - دالة زوجية - دالة فردية - محور تناظر - مركز 

تناظر.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة بيانية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

بسّط التعابير المثلثية التالية:

(a) sin cos cosx x x2 2
π π π+ - - + -` ` ^j j h

(b) sin cos sinx x xπ π+ + + + -^ ^ ^h h h

(c) tantan x x2
π π+ - - +` ^j h
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:        1

a  cosy 2=- x5   b  2
1
cosy x-= ^ h

:   sin bay x=      

3a =     2     a

2
1

a =-     2     b

1.5a =     3    c

:
2

2b
` =    2    a

  4 4 4,b b b,= = =-

  3aa =

3 sin 4y x=   3 sin ( 4 )y x-=  :      `  
2
b

2` =    2    b

  ,1 1 1b b b,= = =-

  2
1

aa =-

2 sin
1y x=-   2 sin ( )

1y x-=-  :      `  

2
3

b
` =    3   c

  3 3 3,
2 2 2

b b b,= = =-

  1.5aa =

1.5 sin 3
2y x= a k  1.5 sin 3

2y x-
= a k :      `  

:   bacosy x=       2

a 2=-     3      a  

.a 0 25=           b  

a 1=     2     c  
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التدريس  5

يعتبر التمثيل البياني للدوال المثلثية الأكثر أهمية، لأن 
الطالب سوف يواجه هذه التمثيلات في مواقف حياتية 

متنوعة مثل الكهرباء والإلكترونيات... لذا يتوجب التعامل 
مع هذا الدرس بدقة وروية.

في المثال (1)

هذا المثال هو تطبيق مباشر لمفهومي الدورة والسعة 
لدوال الجيب وجيب التمام.

في المثال (2)

يتعرف الطالب في هذا المثال على كيفية كتابة معادلة دالة 
siny بمعلومية a (السعة)  a bx= الجيب على الصورة 

والدورة.

في المثالين (4) ,(3)

يبينّ هذان المثالان كيفية رسم بيان دالة جيبية بعد إيجاد 
السعة والدورة. شدّد على أهمية هذه التمارين ودور 

الجدول في رسم بيان الدالة.

شجّع الطلاب على إيجاد ربع الدورة وتكوين الجدول 
المرافق حيث الأهمية في الربط مع التمثيل البياني.

في المثال (5)

يوفرّ هذا المثال فرصة للطالب كي يتعرف على التمثيل 
البياني لدالة الظل وطبيعة النقاط غير المعرفة وموقع بيان 

الدالة مقارنة بالمستقيمات المقاربة (المحاذية).

Graph of Trigonometric Functions     

The Sine Function    :
.    2       ,1 1-6 @  R      siny x=

              siny x=      
:  ,0 26 @

1

zero

max

zero

min

zero

-1

x

y

1
( )

4
2 ( )

2

1
2 ( )

4

3
2 ( )1 2

 

2
2
3

2
0x

0-1010sin x

         2      
,( ) sin x xf x Rd=  :

.     
:     

( )sin n 0=   n    1siny x=
y

1

-1

x2- 2
-

22
-2

3
- 2

3

   ( ) sinf x x=    n    2

 (-1)    x n2 2= +   (1)  
  x n2

3
2= +  

( ) ,sin sinx x x R6 !- =-  :      3
.       4

max minf f
2
-  :    5

:          

a  3 siny x2=  b  sin , 4 42
1

2y xx # #- -= a k

:

.R      s 23 iny x=  a

a 3 3= =      :  
2
b 2

2
= =     :  y

1

-3

2

-2
-1

3

x

siny x3 2=

2
-
2

- -
4

3

4

3
-
4 4

 4 =     `  

4
3

24
0x

2
2
3

2
02x

01-010sin2x

03-030sin23y x=  

47
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.    sin2y x2
1

-= ` j  b

a 2 2= =-      :  

2
1

2
b

2
4= =     :  

=      `  

- 22- 3 43-4-

siny x2
2

1
= - ` j

y

1
2

-1

-2

x

   

4320x

22
3

2
02 x

1

01-010sin 2 x
1
` j

0202-0sin 2
1

2y x=- ` j  

,4 0- j8               

:           3

a  2
1
sin 4y x=   b  4 , ,siny x x 2d= - -6 @

The Cosine Function     :
.    2       ,11-6 @   R        cosy x=

    ,0 26 @        cosy x=       
.   

1 maxmax

zero

min

zero

-1

x

y

1
( )
4
2 ( )

2
1
2 ( )

4
3
2 ( )1 2

 :      

2
2
3

20x

10-101cos x

.     
:       

cos n2 0+ =` j   n    1

  (- 1)    x n2=   (1)    ( ) cosf x x=    n    2

x n2= +

x

y

2
3

2
3

-
- 22-

22
-

1

-1

 ( ) ,cos cosx x x Rd6- =  :       3

.        4
max minf f

2
-  :    5
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.          

a  2 cos 4y x=   b  ,cos 3
2

,5y x x 3 3d-= -a k 6 @

:

.    cos2y x4=   a

a 2 2= =      :  

b 4
2 2

2= =    :  
y

1

2

-1

-2

x
22

-
8

3

8

3
-

44
-

88
-

cosy 2= x4

 8 =     `  

28
3

48
0x

22
3

2
0x4

101-01cos x4

202-022cos x4  

.    cos 3
2

5y x-= ` j  b

a 5 5= =-     :  

3
2

2 3
2

2
3

# ==    :  

3
4 =     `  

y
5
4
3
2
1

-5
-4
-3
-2
-1 x

4

3
4

3
-

2

3

2

3
-

4

9

4

9
-3- 3

cosy 5
3
2

=- x` j  

34
9

2
3

4
30x

22
3

2
0x

3
2

101-01cos
x
3
2a k

5-0505-y 5 3
2

=- cos xa k  

.           4

a  cosy x3 2=   b  2cos 4
3

,y x x 20 # #=- a k
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  6

قد يخطئ الطلاب في تكوين جدول القيم الخاصة بعد 
تحديد ربع الدورة. ساعدهم على تخطي هذه الأخطاء 

باستخدام أمثلة بديلة.

التقييم  7

لاحظ الطلاب كيف يتعاملون مع فقرات «حاول أن تحل» 
لتتأكد من فهمهم لتكوين الجدول والربط مع التمثيل 

البياني للدالة.

اختبار سريع

1  أوجد السعة والدورة، ثم ارسم بيان الدالة:

siny x32=  

a 2 2= = السعة:   

b
2

3
2π π

= الدورة:   

6
π

`   ربع الدورة =  

x 0
6
π

3
π

2
π

3
2π

x3 0 2
π

π π
2
3 2π

sin x3 0 1 0 -1 0

siny x2 3= 0 2 0 -2 0  
y

1

2

0

-1

-2

x
6
π

3
π

2
π

3
2π
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2  أوجد السعة والدورة ثم ارسم بيان الدالة:

cosy x3 2
1

=- a k  

a 3 3= - = السعة:   

b
2

2
1
2

4
π π π= = الدورة:   

4
4π π == `   ربع الدورة   

x 0 π 2π 3π 4π

x2
1 0 2

π
π

π
2
3

2π

cos x2
1 1 0 -1 0 1

cosy x2
1

3=- -3 0 3 0 -3  
y

1
2
3

0

-1
-2

-3

xπ 3π2π 4π

 
3 أوجد الدورة، ثم ارسم بيان الدالة:

tany x22=- ^ h  

b 2
π π

= الدورة:   

8
π

`   ربع الدورة =  

x 0
8
π

4
π

8
3π

2
π

x2 0 4
π

2
π

4
3π π

nta x2 0 1 غير معرف 1- 0

ntay x2 2=- 0 2- غير معرف 2 0

Tangent Function    :
:  tany x=      

:tan cos
sin

cosx x
x x 0!=

: ,D x x n n2R Zd= - = +$ . :

R  :

     

x

y

-
4 4

1

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

2
-

2

 tany x=  :     

,2 2
-
` j   

:         

2404
-

2
-

x

 10-1 
tanx  

.         

.   tany x=      
:        

.    1

tan n 0=^ h   n    2

.   tan n2 +` j  n    3

 x n2= +    

tany x=     
x

y

-
44

- 3
44

3
-

4
5

4
5

-

1

-5

2

-4

3

-3

4

-2

5

-1 2
3

22
-

2
3

-  ( ) ,tan tanx x x Dd6- =-  :    4

.      5

tany xa b=   :   

.     ,b b2 2
-
` j    

b
 :  

.         

a  , ,tany x x2 4 4
3

d=
-a k b  2

1
2 tany x= a k

:

.    n 2y xta=   a

b 2=     :  

50

y

2

3

4

-2

-1

-3

-4

-5

x
2

π
-

4

π
-

8

π

8

3π

1
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x

y

88
-

2 8
53

8

1

3
2

4
5

-2

-4
-5

-1

-3

4
3

44
-

tany x2=

 8 =      `  

4808-4-
x

2404-2-
2x

 10- 1 
n 2tay x=  

.    n2 tay x2
1

= ` j  b

2
1b
2= =     :  

2
-
2 2

3 2 3
2
5

1
2
3
4
5

-2
-1

-3
-4
-5

y

x-

tany x2
2
1

= ` j

 2 =      `  

2
0

2--x

24
0

4-2-2 x
1

 10- 1 
n 2
1

ta x` j

 20- 2 
n 2
1

2 tay x= ` j  

:          5

a  ntay x-=   b  y tan x2
1

=

n Zd     

sinxcosxtanx

22

( , )3 3-( , )3 3-, 2x x nR - = +$ .

[ , ]1 1-[ , ]1 1-( , )3 3-

x n=
2x n= +x n=
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إجابات وحلول  8

«دعنا نفكر ونتناقش»
1  π

2θ =

2  
1
y

x
-1 2

π 2π 3π 4π
2

3π

2

5π
2

7ππ

π
2
5θ = نعم،   

, يتكرر كما هو  π0 26 3  نعم. بيان الدالة على الفترة @
مبينّ.

«حاول أن تحل»
ππ

b
2

5
2

= ، دورة الدالة:  a 2= السعة:   (a)  1

π ππ
b
2

1
2

2= = ، دورة الدالة:  a 2
1

= السعة:   (b)  

2  (a) cosy x2 6=-

 (b) . cosy x0 25 2=

 (c) cosy π= x

a 2
1

2
1

= = السعة:   (a)  3
π ππ

b
2

4
2

2= = الدورة:    

π
8 `   ربع الدورة =   

x 0
8
π

4
π π

8
3

2
π

x4 0 2
π

π π
2
3 2π

sin x4 0 1 0 -1 0

siny x2
1

4= 0
2
1 0 -

2
1 0   

1
y

x
8

π
4

π π
2

π
8

3π
4

3π
8

7π
8

9π
8

5π
8

3π
-

4

π
-

8

π
-   
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8-1 (    )    

Graphs of Trigonometric Functions (Sine, Cosine and Tangent)

  A 

:        (1)

(a) cosy x3=  (b) siny x2=

(c) siny x3 3=  (d) cosy x
3
1

2=

:      siny a bx= ^ h      (2)

a =1  , 3
2   (a)  

a = 3
1   ,      (b)  

a =-4  ,  4   (c)  

:      cosy a bx= ^ h      (3)

a =5  , 3   (a)  

a = 1
2-

  ,     (b)  

a = 35   ,  2   (c)  

:          (4)

(a) siny x2=  (b) siny x3=-  (c) . siny x20 5=

(d) siny x4 2
1

=  (e) siny x5= -  (f) cosy x3=

(g) cosy x3 5=  (h) cosy x3=-  (i) cosy x2=

:       (5)

(a) tany x5=  (b) tany x
2
3

=

a 4 4= - = السعة:   (b)  
π ππ
b
2

1
2

2= = الدورة:    

π
2 `  ربع الدورة =   

x 0
2
π π

2
3π 2π

x1 0 2
π

π π
2
3 2π

sin x 0 1 0 -1 0

siny x4=- 0 4- 0 4 0   

x2π

-2
-1

0
1
2
3
4

-3
-4

y

2

π π
2

3π
2

π
-

π-

  
a 3= السعة:   (a)  4

π
b
2 2

2
π π

= = الدورة:    

4
π

`   ربع الدورة =   

x 0
4
π

2
π

4
3π π

x2 0
2
π π 3

2
π

2π

cos x2 1 0 -1 0 1

cosy x23= 3 0 -3 0 3   
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0

1
2

-3
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xπ
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4

π
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π
-

2
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:      tany bx= ^ h      (6)

3
2   (b)  5   (a)  

4   (c)  

:          (7)

(a) tany x2=  (b) tany x
2=  (c) tany x3=-

  B 

.     b      a   (1-7)  

a  b  y sin5 3
2

= ` j  3   5   y sina b= ^ h    (1)

a  b   y sin3 2= ` j  3  2     (2)

a  b   3
4   tany x3 4

3
= ` j  (3)

a  b   ( )cosy x4 6=-   4  3     (4)

a  b   5-   cosy x5 2=-    (5)

a  b   max mina f f2 = +  :  ( ) cos xa bf x =   f    (6)

a  b   .    ( ) cosf x x8=   4( ) tan xg x =   f , g  (7)

.        (8-17)  

:      (8)

a  ( ) cosf x x3=  b  ( ) sinf x x3=  3

-3
2 2

3 2

y

x

c  ( ) sinf x x3=-  d  ( ) sinf x x3=

  (9):  ( ) 3tanx xf 2=

a  1 =  b  2 =  c  3 =  d     f

2

-2 4 4
2

4
3

4
6

4
5

y

x

 :     f   (10)

:    f  

a  cos x22  b  cos 2x  c  cos x
2

 d  sin 2x

a 2 2= - = السعة:   (b)  

b
2

4
3
2

3
8π π π

= = الدورة:    

2
3
π

`  ربع الدورة =   

x 0
3
2π

3
4π 2π

3
8π

x4
3 0 2

π
π π

2
3 2π

cos x4
3a k 1 0 1- 0 1

cosy x2 4
3

=- a k 2- 0 2 0 2-  

2

1

-2

-1

y

x2π
3
2π

3

4π

  
π الدورة:   (a)  5

4
π

`  ربع الدورة =   

x 0
4
π

2
π 3

4
π π

nta x 0 1 غير 
معرف -1 0

ntay x=- 0 1-
غير 
معرف 1 0   

-2
-1

0
1

2

3

-3
-4

y

xπ
4

3π
4

π
2

π
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 :           g  (11)

1

0
-1

x

y

4
3

2
3

4
3

-

 

a    b  2   c  3   d  4
6

:     g   ( ) nsiax xbg =  :  g   (12)

a  

-3

2
y

x

 b  

-2

2
y

x

 c  y

x

-2

2

2 4

 d  

-2

2

2

y

x

:    6  4   y xcosa b= ^ h    (13)

a  cosy x
34

1
= ` j b  y xcos4 3= - ` j

c  y cos x4
3

-= ` j d  cosy x
4 3= ` j

:  4   a 2=   y xcosa b= ^ h  (14)

a  y xcos2 4= ` j b  y x8cos 8= ^ h

c  y x2cos 8= ^ h d  y x
cos 48= ` j

:  2   3   ( )siny a bx=     (15)

a  3 2siny x= ` j  3 2siny x-= ` j b  3
2

siny x= ` j  3
2

siny x-= ` j

c  3 4siny x= ` j  3 4siny x=- ` j d  3 4siny x= ^ h  3 4siny x-= ^ h

:  4
3    tany bx= ^ h    (16)

a  tany x3
4

= a k b  tany x4
3

= a k

c  tany x3
4

= a k d  tany x4
3

= a k

:    siny x2 5
3

=- a k    (17)

a  ,2 5
3

-  b  ,2 3
10

c  ,2 5
3  d  ,2 15

2

π الدورة:   (b)  

4
π

`   ربع الدورة =   

x 0
4
π

2
π 3

4
π π

nta x 0 1 غير معرف 1- 0

ntay x2
1

= 0 1
2

غير معرف 1
2
- 0   

-2
-1

0
1

2

3

-3
-4

y

xπ
4

3π
4

π
2

π

  
«تدريب (1)»

بيان الدالة سعة الدالة دورة الدالة

شكل (1) 1 2π

شكل (2) 1
3
2π

شكل (3) 2
3
2π
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2-8:  التحويلات الهندسية للدوال 
الجيبية

الأهداف  1

يستخدم التحويلات الهندسية على الدوال • 
الجيبية: تمدد - انكماش - إزاحة - انعكاس.

يتعرف خصائص الدوال الجيبية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

تحويلات هندسية - تمدد - انكماش - سعة - دورة 
- إزاحة رأسية - انعكاس - إزاحة أفقية.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

أوجد السعة والدورة لكل دالة مما يلي:  (1)

(a) y xsin2 4
3

= ` j (b) y xcos3 3
1

=- ` j

 ( )f x x= (2)  هل يوجد انعكاس بين التمثيل البياني للدالة 
؟ إذا كانت الإجابة  ( )g x x=- والتمثيل البياني للدالة 

نعم، فما هو محور الانعكاس؟

(3)  هل يوجد انعكاس بين التمثيل البياني للدالة 
) والتمثيل البياني للدالة  )f x x 1= -

؟ إذا كانت الإجابة نعم، فما هو  ( )g x x 1=- -

محور الانعكاس؟
التدريس  5

يعتبر هذا الدرس استكمالاً للدرس الأول بحيث 
يتوجب على الطالب تحديد السعة والدورة، ليتمكن من 

 Cosinusو Sinus إيجاد العلاقة بين الدالتين الجيبيتين
والتحويلات التي سوف تحدث عليهما.

في الأمثلة (3) ,(2) ,(1)
ا التعامل بدقة مع هذه الأمثلة نظرًا لأهميتها،  من المهم جدًّ

إذ تبين دور سعة الدالة في المقارنة بين الدوال. عند 
الضرورة، اكتب على السبوّرة سعة كل دالة ودورتها. دع 

الطلاب يقارنون بين بياني الدالتين في كل مثال لتبيان تأثير 
السعة والدورة في رسم بيان كل دالة.

Horizontal Translation   
c  ( )y f x=        y f x c= -^ h  

.       c  

.       c  
y

x

c

y

x

c

y

x

( )y f x c= -

c 01

( )y f x c= -

c 02

( )y f x=

Vertical Translation   
k   ( )y f x=        ( )y f x k= +   

.       k   

.       k   
y

xk

y

x

k

y

x

( )y f x k= +

k 01

( )y f x k= +

k 02

( )y f x=

Horizontal Stretch or Shrink    / 
.   b 

( )y f x=      /    ( )fy bx=   

b
1    : b 12   b

1    : b 11   
y

x

1

1 2

-1

-1-2

y

x

-1
-1-2-3 1

1

0
2 3

( )y f x x x23
= = -

( ) ( ) ( )y f x x x2 2 2 23
= = -

2
1    

( )y f x x x23
= = -

( . ) ( . ) ( . )y f x x x0 5 0 5 2 0 53
= = -

.
1
0 5    

53

8-2

 
•     

.
• .   

:  
•  

 Geometric  
Transformations  

• Stretch  
• Shrink  
• Amplitude  
• Period  
• Translation  
• Reflection  
• Horizontal   

Translation  

   
Geometric Transformations of Sinusoid Functions

  

     ( ) cosx xg =  ( ) sinf x x=  :    
2  :     

( ) cosg x =-1 x  ( ) cosg x = x  g1 g    (1)   :

x

y

-
3
2

-2 - -
2

( ) cosg x x=

( ) cosg x x=-1

2
3
2

2

1

-1

(1) 

 

:  

     ( ) cos( )g x x= -2   g2      a  
............. 

   .............  ( ) cosg x =-1 x   g1      b  
............   ( ) cosg x = x   g  

   .............  ( ) cos( )g x x= -2   g2     c  
............   ( ) cosg x = x   g  

 ( ) sinf x x=-1  ( ) sinf x x=   f1 f     (2)   :

(2) x

y

-
3
2

-2 -
-
2 2

3
2

2

1

-1

( ) sinf x x=

( ) sinf x x=-1  

     ( ) ( )sinx xf = -
2

  f2      a  
............. 

   .............   ( ) sinxf =-1 x   f1      b  
............   ( ) sinxf = x   f  

   .............   ( ) ( )x xsinf = -2   f2     c  
............   ( ) sinxf = x   f  

52
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في المثال (4)
يبينّ هذا المثال كيفية الاستفادة من خاصية الإزاحة الأفقية 

لإيجاد بيان دالة من خلال بيان دالة سابقة. أعد التشديد على 
مفهوم الإزاحة الأفقية عند الضرورة.

في المثال (5)
يساعد هذا المثال الطالب على فهم الإزاحة الرأسية. يمكن 

للمعلم الربط مع المثال (4) لإيضاح الفرق بين الإزاحة الأفقية 
(ناحية اليمين أو ناحية اليسار) والإزاحة الرأسية (إلى الأعلى أو 

إلى الأسفل).
في المثال (6)

يقدم هذا المثال صورة موسعة عن كيفية استخدام معظم 
التحويلات الهندسية على الدوال الجيبية، لذا من المهم 

التعامل مع الخطوات المتبعة بروية والإجابة عن التساؤلات 
من قبل الطلاب. أعطِ أمثلة بديلة إذا سمح الوقت بذلك.

في المثال (7)
تطبيق حياتي مهم يبينّ أن بعض الدوال ليست كثيرات حدود 
ولا دوال نسبية، وتستخدم في دراسة بعض العوامل الحياتية 

مثل عدد الأيام المشمسة في بعض الدول. يمكن للطلاب 
إجراء بحث سريع عن الانقلاب الصيفي والانقلاب الشتوي.

22

8-2
   

Geometric Transformations of Sinusoid Functions

  A 

:    f , h         (1)

(a) ( ) cos2f x x=  , ( ) cosx xh 23
5

=  (b) ( ) sinf x x
3=  , ( ) sinh x x

3
2

3=
-

(c) ( ) sinf x x=  , ( ) sinh x x3=  (d) ( ) cosf x x=  , ( ) cosh x x
5=

(e) ( ) sinf x x=  , ( ) sinh x x23
1

=- -^ h (f) ( ) cosf x x=  , ( ) . cosh x x1 5 4=

(g) ( ) cos2f x x=  , ( ) cosh x x2 3= +` j (h) ( ) sinf x x3=  , ( ) sinh x x 43= -` j

(i) ( ) cos2.f x x0 3=  , ( ) . cosh x x0 3 2 4= +  (j) ( ) sinf x x
3 2=  , ( ) sinh x x

13 2= -

cos xy1 =  , cos xy 32 =      :        (2)
y2       

               (3)
:       cosy x=   siny x=  

(a) siny 2 4 1=- + +` j

(b) 3.5 siny 2 2 1=+ - -` j  

  B 

.     b      a   (1-5)  

  4    ( ) ( )x xsinf 4 3=     (1)

a  b   g( ) xsinx =  :   3  

Vertical Stretch or Shrink   /
a 0!    a 

( )y f x=     /    ( )y f xa=   

a    : a 11   a    : a 12   

y

x-1

3
4

-1 1 2-2

-2

2

-3

1

y

x
-1

3
4

-1 1 2-2

-2

2

-3

1

2( )y f x x x3
= = -

. ( ) . .y f x x x0 6 0 6 1 23
= = -

2( )y f x x x3
= = -

( )y f x x x3 3 63
= = -

0.6   3   

Applying Transformations to Sinusoids      
.             

.                 

:         

( ) sinf x a bx h k-= +^ h     

( ) cosf x a bx h k-= +^ h      

0 , 0a b! !   , , ,a b h k  

 cos sinx x 2= +` j       

.  2                 

:            

sinf x a bx kh= - +^ ^h h  

54

23

 3     ( ) 4cos 3x xf -= +` j     (2)

a  b   g( ) cosx x=  :    4    

a  b   tany = x    2    2 tany = x     (3)

   cosf x x4 3= -^ ^h h    (4)

a  b  cosg x x=^ h       3    4  
  3    ( ) ( )sinf x x3 4= +     (5)

a  b   siny x=       4  

.        (6-10)  

: ( ) sing x x=    ( ) ( )sinf x x 5=- -     (6)

.    5        a  

.    5        b  

.    5        c  

.    5        d  

: ( ) sing x x=    ( ) ( )sinf x x2 6 5= - -     (7)

.   5       3   2
1     a  

   5       6   2    b  
.

   5       3   2
1      c  

.

   5       6   2     d  
.

:g( ) cosx = x    ( ) cos 3x xf 4=- ` j    (8)

.3    14     a  

.3    4    b  

.3    4    c  

.4    3    d  
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  .   2    2
1a k 

     siny x
2=3
` j 

 siny x=1   

y

x
- 2 3 4

y xsin=1 ( )y xsin 2=2
y

x
sin

23 = ` j

2

7

2

5

2

3

22
-

1

-1  
b

2
1
1

2
1

= =  :

4   2    2      

:       
siny 4=

2
x   siny x=1  

4 2 4

3

2

3 2

y

x

1

-1 4

5

4

7

y xsin=1

( )y xsin 4=2

 siny 4=
2

x  :    
:

siny 4=
2

x  :      

4
1      siny x=1     

,cos cosy x y x
2= =1 2
` j :        2

cosy x
2=

2
 :     

,sin siny x y x3 2
1 2
= =  :        

  3    siny x=1      siny x3 2=2        :

2
1   

1
-,cos cosy y x3
1

22= =x a k :         3

y xsin=1

y xsin3 2=2

22
-

2

3
- 2

3 2-2-

y

x

3
2

1

-1
-2
-3

 .(3)        :

56 24

:g( ) cosx 42=-
x
` j   ( ) cos 4x xf 82 3=- - +` j     (9)

.   2       3      a  

.    3      8      b  

.   2       3     c  

.   2       3     d  

:
=  

  -  
2

=
2

max minf f-

:
   ( )f x   

( )f x-    

   ( )f x   
( )f x-    

    /
Vertical Stretch/Shrink and the Amplitude of a Sinusoid  
               

:   

. a   a( ) cosf x bx kh= +-^ h   a( ) sinf x bx kh= +-^ h   

. ,y ycos cosx x2= =-1 2
 :        

:

a 2 2= - =  :  y2   

a 1a 2  

 2  cosy x=1       cosy x2=-2  :     `

.        `       a a

. sin , siny x y x3
1

= =
1 2

  :         1

.(1)        :

y

x

1

-1
-2
-3

3
2

cosy x2=-2

cosy x1 =

2
3-

2
-

2 2
3 22- -

   /

Horizontal Stretch/Shrink and the Period  
               

:    

b
2   ( )siny bxa=     )cos (by xa=  :   

:       siny x2=2  :    

b
1

2
1

=  :  siny x=1

55

الربط  6

يوفر المثال (7) الربط بين الدالة الجيبية وعدد الأيام 
المشمسة في إحدى المدن، وكيفية الاستفادة من الدالة 

لتقدير عدد الأيام المشمسة.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في استخدام التحويلات على الدوال 
المثلثية. ساعدهم على كتابة كل دالة بالصورة القياسية 
لكي يجدوا كل التحويلات من دون ارتكاب الأخطاء.

التقييم  8

توفر فقرات «حاول أن تحل» فرصة أمام المعلم لمتابعة 
أداء طلابه ومعرفة مدى استيعابهم لمفاهيم هذا الدرس 

ومهاراته.
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 :         4

a  , cosy x y xcos 4
3

+= =21
a k b  ,sin siny x y x3 3 7-= =21 ^ h

.  (4)      (2)  (1)  :

(2) 

y

x

1

-1 4 2

3

4 4

5

2

3

y cos 2=1 x

y xcos 2
4

= +2
` j

 

y

x

1

-1
3 3

2
3

4

3

5
2

3

y xsin=1

y xsin
3

= -2
` j

(1) 

:     

cos sinx x 2= +` j   2-` j  siny x=1        cosy x=2  a

sin cosx x 2= -` j   2   cosy x=1        siny x=2  b

:

22
-

2

3
- 2

3 2-2-

y

x

1

-1siny x
2

2 = +` j
cosy x2 =

siny x1 =  siny x 2= +2
` j     a

:       

 2-   siny x=1   

.(  ) .    2    

.    sinx  , sin x 2+` j cosx      

. cosy =2 x     siny x 2= +2
` j    

 cos sin x 2` = +x ` j

cosy x 2-=2
` j     b

:       

 2   cosy x=1  

.    2   
22

-
2

3
- 2

3 2-2-

y

x

1

-1

cos siny x x
22 = - =` j

cosy x1 =

 .(  )  

58

Horizontal Translation   
siny bxa=     

b
2  :  a  :    

        

a

-a

y

x

= b
2

b
2

 2   0  bx    b
2   0  x   b 02  

:    

  ( ) , , ,sin siny a bx h y a b x b
h

b h b 0R( d 2= - = -`` jj

a  :       
a

-a

y

x

= b
2

+
b b

h2

 .    2   0   bx h-^ h  

:   ,bx h x b
h

0- = =  :    

.(   ) ,bx h x b b
h

2
2

- = = +

( )siny a bx h= -    

0h 1      0h 2      b
h   siny bxa=      

cosy a bx h= -^ h :   

:        

a  ,sin siny x y x 3= = -21
` j b  ,cos cosy x y x2 2 4= = +21

` j

:

a  ,sin siny x y x 3= = -21 ` j

 h 3a =

siny x 3= -2 ` j         `  

.   3     siny x=1      

b  ,cos cosy x y x2 2 4= = +21
` j

 cosy x2 4= +2 ` j

  cos x2 8= +`` jj

  cos x2 8=
-

- ``` jjj

  8     cosy x2=1      cosy x2 4= +2 ` j        
.

57

اختبار سريع

 sinx هي إزاحة أفقية للدالة sinx- 1  أثبت أن: 

sin sinx xπ+ =-^ h -π أي أن  بمقدار 

siny ينتج من  x π= +^ h :التمثيل البياني للدالة  
siny قيمتها  x= إزاحة أفقية لمنحنى الدالة: 
 ،sinx -π وحدة أفقية (يمكن ملاحظة أن 

sin لهما الشكل نفسه). x π+^ h

2 صف العلاقة لكل من الدالتين:

cosy x3 2
1

=2  ، cosy x=1  

y هي: 3
2
سعة الدالة   

cosy هو  x3 2
1

=2   التمثيل البياني للدالة: 

 وتمدد رأسي إلى 
2
1
1

2= تمدد أفقي معامله 

أعلى معامله 3 مقارنة بالتمثيل البياني للدالة: 
cosy x=1

3 أوجد الدورة لكل دالة مما يلي:

siny x3=  3
2π

cosy x5=  5
2π

tany x2=  2
π

4 اشرح كيفية الحصول على التمثيل البياني للدالة:

cosy من التمثيل البياني
x

4 3 2 2
π

=- + -2
` j   

y
2
، ثم أوجد دورة الدالة  cosy x=1 للدالة:   

π
cosy x4 3

1
2
3

2=- + -2
a k: D نكتب أولاً:   

وبالمقارنة بالصورة القياسية:  

 cosy a bx h k= - +^ h

 y
2
  يمكن الحصول على التمثيل البياني للدالة 

y كما يلي:
1
من التمثيل البياني للدالة 

 للحصول على 
3
1
1

3=   تمدد أفقي معامله 

cos x3
1
` j

π للحصول 
2
3   إزاحة أفقية إلى اليسار مقدارها 

π
cos x3

1
2
3

+a k: D على
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.    cos cos, , sinx x x2-
` j      

siny x=2     cosy x 2-=2 ` j    

 sin cosx x 2` = -` j

:          

:    x  

1  cos sinx x2- =` j  2  cos sinx x2+ = -` j  3  sin cosx x2! =` j

4  cos cosx x2! =^ h  5  sin sinx x2! =^ h

 
k  siny a bx h= -^ h       siny a bx h k= - +^ h   

.(  k      k    )

,cos cosy x y x3 3 21 2= = -  :        

:

k 2= -   

2    cosy 31 = x      cosy 3 2-=2 x         `
.  

1 ,sin siny x y x4
3

4
3

22 += =  :         5

.(5)        :

y

x

1
0

2
3

-1
-2
-3
-4
-5

2

22
- 3

2
5

2
3-

3cosy =1 x

y cos x3 2= -2

max mink f f
2

=
+  :       

59

     
Transformations Sinusoid Functions  

cosy = x   siny x=   

( ) /  cosy a x=siny a x=

( ) /  cosy bx=siny bx=

 cosy x h= -^ hsiny x h= -^ h

 cosy x k= +siny x k= +

   cosy x=-siny x=-

   ( )cos cosy x x= - =( )sin siny x x= - =-

              
.        cosx   sinx  :  

a  ( ) cosf x x
3 2 6 1= - +` j  b  ( ) sing x x2 4= - +^ h

:
a  ( ) ( )cos cosf x x f x x3 2 6 1 3 2

1
3 1(= - + = - +` `aj jk

cosy a b x b
h k= - +aa kk    

, , ,b
ha b k3 2

1
3 1= = = =  :   

    cosx      f       
:     

cos x2
1a k   b

1

2
1
1

2= =  :    :  

cos x2
1

3-`a jk   3       :  

cos x3 2
1

3-`a jk   a 3 3= =  :    :  

:   k 1=  :       :  

cosf x x3 2
1

3 1= - +^ `ah jk   

a 3 3= =  :    

b
2

2
1
2

4= =  :    

:
    
     
    
    

.

60

4 للحصول على  4- =   تمدد رأسي معامله 

π وانعكاس في محور 
cos x4 3

1
2
3

- +a k: D

السينات.

  إزاحة رأسية إلى الأسفل قيمتها 2 وحدة.

cosy
x

4 3 2 2
π

-+=-
2

` j للحصول على   

3
1
2

6
π π= دورة الدالة:   

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

أولاً:

(a) g(x)

(c) انعكاس، الصادي. انعكاس، السيني.    (b)

ثانيًا:

(a) f
1
(x)

(c) انعكاس، السيني. انعكاس، السيني.    (b)

«حاول أن تحل»
a 3

1
= y هي 

2
سعة الدالة   1

siny x3
1

=
2

a التمثيل البياني للدالة:  1` a1  
siny بمعامل  x=

1
  هو انكماش رأسي لمنحنى الدالة 

1
3

  a  a موجبة ` لا يوجد انعكاس في محور السينات.
2  يمكن الحصول على التمثيل البياني للدالة 

cosy بتمدد أفقي  x=
1

cosy من تمثيل 
x
2=

2

بمعامل 2.

-1

0

1
y

xπ 2π 3π 4π 5π 6π 7π 8π

تمدد رأسي بمعامل 2، تمدد أفقي بمعامل 3.  3



52

:

:1  a

max mina f f2
1

= -^ h    :  

   3.108==
15.283 .0679

2
-

:2 

:  

  12.175
max min

k
f f
2=
+

=

:3 

 365   

   ,T T b365
2

a = =

   b b
2

365 365
2(` = =

:   

   ( ) . . ( )x xsinf h3 108 365
2

12 175 1= - +a k

:4 

  21    ) 355  x  9.067  ( )f x    h  (1)     
.(   355   

   . . .sin h9 067 3 108 365
2

355 12 175#= - +a k

   . . sin h3 108 3 108 365
2

355#- = -a k    12.175 

   sin h1 365
2

355#- = -a k 3.108    

   h365
2

355 2# - =-  :sin 1 2=- =-

   h 146
357

=  h    

:      `

   )( . . ( )f x xsin3 108 365
2

146
357

12 175 2= - +a k

:   (2)   91  x    1        b

   (91) 3.108 12.175f 365
2

91 146
357

# += -sina k

   (91) 12.69f .

12.96      1          

62

b  ( ) ( ) ( ) ( )sin sing x x g x x2 4 2 4(= - + = - - +^ h

  ( ) ( )sing x x 2 4( =- - +

siny a b x b
h k= - +aa kk   :  

, , ,b
ha b k1 1 2 4=- = = =   :  

:         sinx      g      

( )sin x 2-    b
h

2=        :

( )sin x 2- -         :

:   k 4=        :

( ) ( )sing x x 2 4=- - +   

b
2

1
2

2; ; = =    :      a 1 1; ; ; ;= - =     :   

:                  6

.       .cosx   sinx  

a  ( )cosy x1 2= - +  b  siny x
2 3 4 1= + -` j

.(6)       
y

x

1
2

4
3

-1

-2

2

2

3 4
2

7

2

5

2

3

cosy x=1

-y
x

cos3
2 6

1+=2
` j

y

x

1

-1

2

3

4

5

6

2

2 2

3

y xsin=1

y sin x2 4- +=2
^ h

    :
   
     
      21

.    

   
     
     21

.   

          
15.283      

9.067   

.    ( ) sinf x bx ha k= +-^ h       a

               b

.   91    

61

(a)  يمكن الحصول على التمثيل البياني للدالة   4
cosy من التمثيل البياني للدالة  x

3
4
π

= +
2

` j

 4
3π cosy باستخدام إزاحة أفقية قيمتها  x=

1

لجهة اليسار.
siny يمكن الحصول على  x3 3

7
= -

2
` j8 B  (b)  

siny من  x3 7= -
2 ^ h التمثيل البياني للدالة

siny باستخدام  x3=
1

التمثيل البياني للدالة 
3 لجهة اليمين وانكماش 

7 إزاحة أفقية قيمتها 

. 3
1 أفقي معامله 

5  يمكن الحصول على التمثيل البياني للدالة 
siny من التمثيل البياني للدالة  x4

3
2= +

2

siny باستخدام إزاحة رأسية قيمتها 2 وحدة  x4
3

=
1

إلى الأعلى.

6  (a) ( ) cos cosf x x x1 2 1 2= - + = - +^ ^h h

  يمكن الحصول على التمثيل البياني للدالة f من 
cos عن طريق تطبيق  x التمثيل البياني للدالة 

التحويلات التالية بحسب الترتيب الآتي:

إزاحة جهة اليمين مقدارها 1 وحدة.  (1)  

إزاحة رأسية إلى الأعلى مقدارها 2 وحدة.  (2)  

cosy نجد أن: a bx h k= - +^ h بالمقارنة بـ    

,a b1 1= =   

a 1= `   السعة:    

b
2

2
π π= الدورة:    

 (b) ( ) sin sinf x x x2 3 4 1 2 3
1

4
3

1
π π

= + + = + -` aj k: D

  يمكن الحصول على التمثيل البياني للدالة f من 
sin عن طريق تطبيق  x التمثيل البياني للدالة

التحويلات التالية بحسب الترتيب الآتي:

3
1
1

3= تمدد أفقي معامله   (1)  

4 وحدة.
3π إزاحة أفقية إلى اليسار مقدارها   (2)  

تمدد رأسي بمعامل 2.  (3)  

إزاحة رأسية إلى الأسفل مقدارها وحدة واحدة.  (4)  

a 2= السعة:    

6π دورة الدالة:    
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:    

sin sina b=   

C

A
(2) 

B

b

c

a

β

h1

h21

 (1)  sin sin
a b=   :

   h2   A     

sin sinc
h h c(` = =
2

2  

sin sinb
h h b(= =
2

2  

sin sinc b=  :    

(2)  sin sin
b c=   :  

:  (1), (2) 
sin sin sin
a b c= =  

Using the Law of Sine    
.           

60∞

40∞

C

A

B

b
c

cm4

 , , cma40 60 4º º= = =  :  ABCT  

:

.      

, ,b c   :  

º180 40 60 80º º º= - + =^ h  º180    
sin sin sin
a b c= =   

 sin sin sin
b c4

40 60 80º º º
= =

 .sin
sinb b40

4 60
5 389º

º (#
.=

 .sin
sinc c40

4 80
6 128º

º (#
.=

, , cm° a36 48 8°= = =  :  ABCT   1

:
sin sin180° - =^ h
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8-3

 
• .  
•      

.
•      

.

:  
•  

Law of Sine  
•  

Ambiguous Case  
•  

Solving Triangle  

:
.    

.    

.    

:

a

b
c

sin c
b

=

ccos
a

=

tan a
b

=

  

  ABC      , ,      
    .      , ,a b c   

A, B, C      

  
  

b

b
c c

a

a

A A

B

B

C

C
β

β

              
            .  
    .    ´ ª       

.      

Law of Sine   
                
               

.   

 
sin sin sin
a b c= =  : ABC    

:
(2)   (1)  

C       ABC  
.    h1 

,sin sina
h h a(` = =
1

1  
sin sinb

h h b1
1(= =  

(1) 

C

BA

b

c

a

β
h2

h1

 
Law of Sine

63

قانون الجيب  :8-3

الأهداف  1

يتعرف قانون الجيب.• 

يستخدم قانون الجيب لحل المثلث.• 

يحدد عدد المثلثات والحالة الغامضة.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

قانون الجيب - الحالة الغامضة - حل المثلث.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

أوجد دون استخدام الآلة الحاسبة:  (a)

, , , , ,sin sin sin sin sin sin30 45 60 90 120 150º º º º º º

استخدم الآلة الحاسبة لإيجاد:  (b)

, , , ,sin sin sin sin sin25 40 15 75 125º º º º º

أوجد قيمة x في كل حالة:  (c)

. , .sin sinx x0 467 0 895= =

. , .sin sinx x0 637 0 984= =

هل الأطوال: 10 , 6 , 4 تشكل مثلثاً؟ اشرح.  (d)

التدريس  5

يساعد قانون الجيب على إيجاد عناصر مثلث (زوايا 
وأضلاع) بمعلومية بعض منها وذلك بحسب المعطيات 

المتوفرة في هذا المثلث.

sin يوفر فرصة مهمة  sin sin
a b c
α β γ

= = فالقانون: 
لإيجاد ثلاثة عناصر إذا أعطيت ثلاثة عناصر منها.

اطلب إلى الطلاب كتابة هذا القانون، ثم ناقش الطلاب 
حول العناصر الثلاثة المطلوبة والتي تؤمن إيجاد العناصر 

الأخرى.
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:  

The Ambiguous Case   
.              

.            

a, b, c   :     
C

A

ab
h  .      

h     

.    sinh b=  

     

a    a h1   sinh b=   
.    

A

b
a

si
n

h
b

a
=

a h=   sinh b=   

.     a  

A

b
a si

n
h
b

a
=

   

h a b1 1   

.    

A

si
n

h
b

a
=h

c

b

aa

.     a b$   

si
n

h
b

=

A

h

c

b a

65

فمثلاً، إذا عرفت: a, sinβ, sinα فهل يمكن إيجاد:

c, b, sin؟ γ

sin؟ γ, b, sinβ :فهل يمكن إيجاد c, a, sin γ إذا عرفت

في الحالة الغامضة، اشرح للطلاب أنه في بعض الأحيان 
يمكن إيجاد مثلث واحد، وفي أحيان أخرى يوجد مثلثان، 

وفي حالات أخرى لا يوجد أي مثلث.

ناقش مع الطلاب هذه الحالات ومتى نحصل على كل 
حالة. اشرح بتوسع شروط الحصول على مثلثين، وعلى 

مثلث واحد، ومتى لا نحصل على أي مثلث.

في المثال (1)

يمكن استخدام قانون الجيب إذا علم طول ضلع وقياس 
زاويتين وليس بالضرورة الزاويتان المجاورتان للضلع.

ذكر الطلاب بإمكانية إيجاد قياس زاوية في مثلث إذا 
علم قياس الزاويتين الباقيتين لأن مجموع قياسات الزوايا 

. º180 الثلاث يساوي 

في المثال (2)

تمّ استخدام قانون الجيب مرتين لحل المثلث. أشر إلى أن 
هذه المعطيات تسمح بإيجاد مثلث واحد فقط.

في المثال (3)

يوفر هذا المثال شروط إيجاد مثلثين، لأن:

 . . .º ºsin sin49 46 130 54 0 76= =^ h

. .º º º º35 130 54 165 54 1801+ = وبالتالي:   

في المثال (4)

يبينّ هذا المثال كيف نستخدم قانون الجيب لمعرفة 
ارتفاع جبل.

في المثال (5) 

استخدم قياسات الزوايا لمعرفة بعُد كل حارس عن موقع 
الحريق، أي معرفة طولي ضلعي مثلث إذا علم طول الضلع 

الثالث وقياسي زاويتين.



55

25

 

Law of Sine

  A 

:      (1-2)  

(1)

B C

A

a

b
120º15º

cm
c 17=

(2)

A B

C

.
cm

b
3
7

=

a

c
45º60º

:ABC   (3-4)  

(3) , cm , cmm a bA 32 17 11º= = =^ hW  (4) , cm , cmm a bA 43 32 28º= = =^ hW

:          (5-6)  

(5) , cm , cmm a cC 68 19 18º= = =^ hW  (6) , cm , cmm a bB 57 11 10º= = =^ hW

     .                 (7-8)  
.  

(7)

AC

°119

B

c

cma 81=

cmb 89=

(8)

AC
°119 29°

B

c

cma 81=

cmb 89=

8-3
, , ºa b6 8 35cm cm= = =  :  ABCT  

:
 sin sin

a b=

 sin sin
6
35

8=
c   

 . ,sin
sin

sin sin6
8 35

0 76 0
º
&

# 2.=

 21 49 46. ; . .49 46 180 130 54° ° °` . . .-  

 . .35 49 46 84 46° °1 . .+ +

 . .35 130 54 165 54°2 . .++

180°1+  :         `

.       `

    

180= - +1 ^ h    

C

6 cm

8 cm

6 cm

35∞

95.54∞

49.46∞A B
130.54∞

2.6 cm 10.4 cm

14.46∞

 .º180 84 46. -1    

.95 54°.  

.180 54 14 46165 °: .= -2    

c  

    

 1sin sin
a c=

1

 .ºsin sin
c6

35 95 54º
=

1

 .
º
4º

sin
sinc 35

6 95 5
1

#
=

 10.4 cmc1 .

 sin sin
a c=

2

2

 .ºsin sin
c6

35 14 46º
=

2

 .
º
º

sin
sinc 35

6 14 46#
=2

 . cmc 2 6.2

, , ºa b6 7 30cm cm= = =  :  ABC   3

67

:
  sin 02   
      α
      

.  

             
.

cm , cm , ºa b3 2 40= = =  :  ABCT  

:

    
sin sin
a b=

°sin sin
3
40

2=  

.sin
sin

sin3
2 40

0 43
º (#

.=   

.sin 0 43=   º0 180º1 1    

.25 4º1 .   .154 6º2 .

.194 6º.+ 2    .154 6º2 .  

40∞
A B

2 cm 3 cm

C

c

 180∫   

:   .25 4°.1  
º180 1= - -   

.°180 40 25 4° °. - -  
. º114 6.   

c      

 sin sin
a c=   

 =
.sin sin

c3
40 114 6º º

 .
sin
sinc 40

3 114 6
º
º

=

 . cmc 4 24.

, , . ºa b7 6 26 3cm cm= = =  :  ABCT   2

66

الربط  6

يوفر المثالان (5) ,(4) فرصة أمام الطلاب للتعرف على 
كيفية الربط بين قانون الجيب ومواقف حياتية.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في الترتيب عند كتابة أطوال الأضلاع

وقياسات الزوايا المناظرة.

شدّد على ضرورة الترتيب في كتابة قانون الجيب والتحقق 
من صحة كتابة القانون قبل البدء في الحل.

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يتعاملون مع فقرات «حاول أن تحل» 
لتقف على حسن أدائهم.
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 17 m         A, B    :    (9)
m BA C 53º=^ hW  m BAC 72º=^ hW      C   A

B

C

17m
 A, C    (a)  

.          (b)  

  A             :    (10)

b
h

 

a

mm

km25
A B

53º38º

 25 km    B     

    38º     A      
.   53º     B   

.         (a)  

.      (b)  

  B 

.     b      a   (1-3)  

a  b  . cmAC 10 154=  :  cmBC 20=  , m B 03 º=^ hW  , m A 100º=^ hW  :ABC   (1)

a  b  m C 05 º=^ hW  :  cmAC 16=  , cmAB 12=  , m B 08 º=^ hW  :ABC   (2)

a  b   sin sin
sina b
c= =    :  ABC    (3)

.        (4-9)  

:  AB , BC    cmAC 10=  , m B 04 º=^ hW  , m A 80º=^ hW  :ABC   (4)

a  7.43 cm , 15.32 cm b  6.53 cm , 13.47 cm

c  13.47 cm , 15.32 cm d  7.43 cm , 6.53 cm

12 cm
95∫ 53∫

x

 :   x    (5)

 a  8.6 cm  b  15 cm

 c  18.1 cm  d  19.2 cm

900 m

2 
m

h
b

47∞35∞

   

         
        900 m  

,º35 47º   

m2          

    

:

180 47 133º º º= - =    

º180 133 35 12º º º= - + =^ h    

:       
b

2 m900 m

h

c

35∞ 47∞θ

a

 sin sin
c900 =   

sin
sinc 900

(
#

=    

º
º

sin
sinc 12

900 133#
=    

.c 3 165 86.    

:     

sin c
b

35º =  

. °sin sinb c 35 3165 86 35°# #= =  

.b 1815 86 1816. .  

2h b 1816 2 1818+= = + =  

900 m
15∞ 25∞

θ

c
hb

2 m
 m1818        

,°15 25°         (4)   4

68

اختبار سريع

1 حل المثلث ABC، حيث:

 53ºα =  , 64ºβ =  , cma 7=

sin sin sin
a b c
α β γ

= = قانون الجيب:   

º º ºsin sin sin
b c7

53 64 63
= =

. cmb 7 9.   ,  . cmc 7 8.

2 حل المثلث ABC، حيث:

 cm , cm ,a b6 5 50ºα= = =

= =
sin sin sin

c6
50

5
º β γ قانون الجيب:   

. , .39 7 140 3º ºβ β= =
1 2

 

. .º º º140 3 50 190 3+ = β مرفوضة، لأن 
2
الحالة   

. º90 3γ = . فيبقى  º39 7β = نستخدم   
.ºsin sin

c6
50 90 3º

= نوجد:   

 . cmc 7 8.

3 حل المثلث ABC، حيث:

 cm , cm ,a b8 10 28cα= = =

= =
ºsin sin sin

c8
28

10
β γ قانون الجيب:   

 ,36 144º ºβ β= =
1 2

28 وبالتالي يوجد مثلثان: 144 172º º º+ =   
º116γ = ، نجد  º36β = إذا 

 º º ºsin sin sin
c8

28
10
36 116

= =

. cmc 15 3. ومنه:    

8ºγ = ، نجد  º144β = إذا   

 sin sin sin
c8

28
10
144 8º º º

= =

. cmc 2 4. ومنه:    

4 حل المثلث ABC، حيث:

 a 4=  , c 2=  , º54γ =

ºsin sin sin
b4 2

54α β
= = قانون الجيب:   

sin. وهذا غير ممكن لذا لا يوجد  1 6 12α =   
أي مثلث لهذه المعطيات.
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 .   °32     A      

  A   10 km   B        
.   48°    

.       

:

.    C 
h

b

C

BA

a

48c32c

km10c

 , °58 42°= =

ABC   b, a   

 °180= - +^ h

 ° °°180 58 42 80= - + =^ h

 sin sin sin
a b c= =   

 sin sin sin sin
a b
58

10
80 42

10
80° ° ° °,= =

  . , .sin
sin

sin
sina a cm cmb b80

10 58
80

10 42
8 611 6 794°

°
°
°
&( . . .=

B    . km8 61   A    . km6 79     

B   A            5

 

7 km

5 km BA

C

70∞

 A    C   

.    

69

27

9 cm      , ,º º º0 0 05 6 7  :    (6)
:     

a  11 cm b  11.5 cm c  12 cm d  12.5 cm

:  BC   AB cm19=  , AC cm23=  , m A 65 º=^ hW  :ABC     (7)

a  12 cm b  18 cm

c  19 cm d      

C

A B

h

    B    A       (8)
 A         .3 km     

      37º   B      28º
:  

 a  mh 1200.   b  mh 2500.

 c  mh 9 04.   d  mh 880.

20 km           A , B   (9)

m ACB 33º=^ hW    C        

m ABC 52º=^ hW  :   B      

( ) C
A

B

33º

52º  :         

a  . km , . kmAC BC13 8 10 9..  b  . km , . kmAC BC6 632 36. .

c  . km , . kmAC BC 10 928 9. .  d  . km , . kmAC BC 628 9 36. .

إجابات وحلول  9

«حاول أن تحل»
1  º º ºsin sin sin

b c8
36 48 96

= =

 . cm , . cmb c10 11 13 54. .

2  . ºsin sin sin
c7

26 3
6
β γ

= =

 . , .º º22 32 131 38β γ= =

 . cmc 11 85.

3  ºsin sin sin
c6

30
7
β γ

= =

 . , .º º35 7 144 3β β= =21

 . .º º º º144 3 30 174 3 1801+ =

لذا يوجد مثلثان.  

. º114 3γ = . نحصل على  º35 7β = إذا   

cmc 11. ومنه   

.5 7ºγ = . نحصل على  º144 3β = إذا   

. cmc 1 2. ومنه   

4  º º º180 25 155θ = - =

 º º º º180 155 15 10α = - + =^ h

 º ºsin sin
c900

10 155
=

 mc 2190. ومنه 

ºsin c
h

15 = في المثلث قائم الزاوية   

 h m567.

m567 2 569+ =   ارتفاع الجبل:  

5  º º ºABC Bm m 180 70 110= = - =^ ^h hW W

 = =
sin sin sin

BC7
110

5
º γ α

 . , .42 16 27 84º ºαγ = =

 . mkBC 3 48.

. . km5 7 3 48 15 48+ + = مسافة السباق حوالى:   
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28

8-4   

Law of Cosine

  A 

:      (1-2)  

(1) A

B

C 35

1528

(2)

A

B

C

13

8
131º

b

:      (3-8)  

(3) , ,ma b C12 21 95º= = =^ hW  (4) , ,mb c A22 31 82º= = =^ hW

(5) , ,a b c1 5 4= = =  (6) . , . , .a b c3 2 7 6 6 4= = =

(7) , . , .m a bA 63 8 6 11 1= = =c^ hW  (8) , . , .m a bA 71 9 3 8 5º= = =^ hW

 .39º    26 cm 18 cm       :   (9)

B

C

54∫

16
0m

110m

A  .    

  B  A        :      (10)
 110 m  A    C       

.     160 m  B 

.AB   . ( )m C 54º=W    

 .      B  A       :    (11)
   C   175 m  B  860 m  A    C   

C
A

B

m860

m175

78º

 .AB    78º 

 

8-4

  

   (  3  3)        
.(  3)

.       

       

β

C A
3 cm

6 cm4 cm

B

β

C A

c

3 cm
60º

2 c
m

B

  

  
:   ´   ª  

:          

•  (  .  . )       

•  (  .  . )     

               
.

Law of Cosine    

β

C

BA

b a

c

 ABCT  

cosa b c bc22 2 2
= + -   

cosb a c ac22 2 2
= + -   

cosc aba b 22 2 2
= + -   

  
Law of Cosine

 
• .   
•      

.   
• .   

:  
•   

Law of Cosine  

:
     
  )   
    (1436

.  

   
     

.  

70

قانون جيب التمام  :8-4

الأهداف  1

يتعرف قانون جيب التمام.• 

يستخدم قانون جيب التمام لإيجاد حلول لمثلث.• 

يجد مساحة مثلث.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

قانون جيب التمام.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

أوجد دون استخدام الآلة الحاسبة:  (a)

 , , , , ,cos cos cos cos cos30 45 60 90 120c c c c c

 ,cos cos150 210c c

استخدم الآلة الحاسبة لإيجاد:  (b)

 , , , ,º º º º ºcos cos cos cos cos35 70 100 145 217

أوجد مجموعة حل المعادلة:  (c)

 cos cosx x2 3 1 02
+ + =

التدريس  5

يعتبر قانون جيب التمام خطوة مرافقة لقانون الجيب، وهو 
يعتمد أيضًا على معرفة 3 عناصر من المثلث لأنه يمكن من 

خلالها معرفة 3 عناصر متبقية.

أخبر الطلاب أنه يمكن استخدام قانون الجيب حيث تدعو 
الحاجة، وكذلك الأمر بالنسبة إلى قانون جيب التمام، وأن 

لكل قانون ميزاته وخصائصه.

المهم أن في قانون الجيب نستخدم جيب الزاوية، أما في 
قانون جيب التمام فنستخدم جيب تمام الزاوية مع العلم 
 ،sin cosx x 12 2

+ = بأن دائمًا لدينا متطابقة فيثاغورث: 
لذا يمكن الانتقال من قانون الجيب إلى قانون جيب التمام 

وبالعكس أيضًا وذلك بحسب المسألة المطروحة.
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:

cos bc
b c a

2

2 2 2

=
+ -  

cos ab
a b c

2

2 2 2

=
+ -  

cos ac
a c b

2

2 2 2

=
+ -  

:y

x

b

d

c

β

h a

B

C

A

 cosa b c bc22 2 2
= + -  :   

    ABCT  
 B     A 

.    

,cos sinb
d

b
h

= =

 a c d h222
= - +    

 ( ) ( )cos sinc b b2 2
= - +  ,cos sind b h b= =

 cos cos sinc bc b b22 2 2 2 2
= - + +

 ( )cos cos sinc bc b22 2 2 2
= - + +

 cosb c bc222
= + -  cos sin 12 2

+ =

 cosa b c bc222 2` = + -

    C   B       
.  

Using the Law of Cosine     
.             

60∞
C

A

B

2 c

3

β
 

cm cm, , ºa b2 3 60= = =  :  ABC  

:

, , c   

cosc a b ab22 2 2
= + -

 ºcos4 9 12 60= + -

 12 2
1

13 #= -

 7=

 7 cmc =

           ,    
.     

 cosa b c bc22 2 2
= + -

 cos bc
b c a

2

2 2 2

=
+ -

71

29

  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b  .m A 276 8 º.^ hW  :  BC cm27=  , AC cm19=  , AB cm24=  :ABC   (1)

a  b  .AC cm50 5.  :  AB cm20=  , BC cm44=  , m A 06 º=^ hW  :ABC   (2)

a  b   cosb c bc A22 2 1+  :ABC   (3)

    cm , cm , cm5 8 12        (4)

a  b   . º133 4       

.        (5-10)  

:  AB    BC cm20=  , AC cm10=  , m C 06 º=^ hW  : ABC   (5)

a  AB cm10 7=  b  AB cm10 3=  c  .AB cm12 4=  d  AB cm29=

:  BC    AC cm40=  , AB cm30=  , m A 012 º=^ hW  : ABC   (6)

a  . cmBC 60 8.  b  cmBC 36.  c  cmBC 68.  d  cmBC 21.

  ABC       AB cm12=  , AC cm17=  , BC cm25=    (7)
:

a  118∫ b  110∫ c  125∫ d  100∫
H G

M

B

D

FE

4
cm

A

C

 CG    M  4 cm    ABCDEFGH  (8)

:  DM B^ hY    :  

 a  .78 46º  b  .86 82º  c  .11 54º  d  .3 2º

:  BC   ABCD    (9)B

D

10 cm

10 cm

12
0∫

90
∫

15 cm

A

C

 a  12.16 cm b  8.66 cm 

 c  11.5 cm d  13.7 cm

:   BAD^ hW    ABCD    (10)

 a  011 º  b  104º
B

D

20
cm

90∫

30
∫

16 cm

A 10 cm

C

 c  107º  d  120º

 90° ذكّر الطلاب أن زاوية المثلث المنفرجة (أكبر من 
°180) لها جيب تمام قيمته سالبة. وأصغر من 

في المثالين (2) ,(1)

نبهّ الطلاب إلى الملاحظة الموجودة وهي أنه بالإمكان 
استخدام قانون الجيب ضمن شروط معينة، ولكن قانون 

جيب التمام يسمح بالتمييز بين الزاوية الحادة والزاوية 
المنفرجة وذلك من خلال إشارة جيب تمام الزاوية.

 90° إذا كانت موجبة فسيكون قياس الزاوية أصغر من 
(حادة) وإذا كانت سالبة فسيكون قياس الزاوية بين

°90 و°180 (منفرجة).

في المثال (3)

هذا المثال هو عودة إلى المعادلة التربيعية. ذكّر الطلاب 
b ac42Δ = - بقيمة المميز T، حيث 

 0T = 02T فيكون لدينا حلان حقيقيان وإذا  إذا 
فيكون لدينا حلّ واحد.

وهنا نبهّ الطلاب إلى إشارة كل حل، لأنه يتعامل مع 
أضلاع مثلث لذا لا يمكن استخدام قيم سالبة.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  6

قد يخطئ الطلاب في استخدام قانون جيب التمام عندما 
°90 و180°. يكون قياس زاوية بين 

ساعدهم على كتابة بعض الحالات لإيضاح هذه المسألة، 
،ABC مثال: في المثلث

 cm , cm , ºAC AB9 8 120α= = =

.BC أوجد

ºcosBC 8 9 2 8 9 1202 2 2
# #= + - نكتب:  

 BC 64 81 2 72 2
12

# #= + +

 . cmBC 14 73.
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2 3 7

9 7 4

# #
=

+ -

 
6 7

12
=

 . º40 9.

 cosb a c ac22 2 2
= + -

cos ac
a c b

2 4 7

4 7 9

4 7

22 2 2

=
+ -

=
+ -

=

 . º79 1.

cm cm, , ºa b11 5 20= = =  :  ABCT   1

.           

cm cm cm, ,a b c4 3 6= = =  :  ABCT  

:

ABCT        

cosa b c bc22 2 2
= + -  :    

cos bc
b c a

2 2 3 6
9 36 16

36
292 2 2

# #
=

+ -
=

+ -
=

.36 4º` .

cosc acb a 22 2 2
= + -   :

cos ac
a c b

2 2 4 6
16 36 9

48
432 2 2

# #
=

+ -
=

+ -
=  

.26 4º` .  

180º -= -  

. .180 36 4 26 4º º º. - -  

6
4

3

β

γ

A

C

B

 .117 2º.  

cm cm cm, ,a b c7 59= = =  :  ABCT   2

.     

:
kcos =   

( )kcos
1

=
-  :

:
     
    
.    

72

التقييم  7

تابع الطلاب وهم يتعاملون مع فقرات «حاول أن تحل» 
لتتأكد من أنهم قد فهموا جيدًّا كيفية استخدام القوانين 

والقواعد في هذا الدرس.

اختبار سريع

1 حل المثلث ABC، حيث:

 cm , cm ,AC AB7 4 70ºα= = =

 ºcosBC 16 49 56 702
= + -

 . cmBC 6 77.

 = =
.
ºsin sin sin

6 77
70

7 4
β γ

 . º76 3β =   ,  . º33 7γ =

2 حل المثلث ABC، إذا كان:

 cmc 10=  , cmb 8=  , cma 6=  

 cm , cm , cma b c6 08 1= = =

 .cos 10 8 2
64 100 36

0 8
# #

α =
+ -

=

 . º36 87α =

 .cos 2 6 10
36 100

0 6
64

# #
β =

+ -
=

 .53 13ºβ =

 . .º º º º180 36 87 53 13 90γ = - + =^ h

يمكن التأكد باستخدام معكوس نظرية فيثاغورث  

 a b 36 64 1002 2
+ = + =

a b c2 2 2
+ = c وبالتالي  1002

=  

C والمثلث قائم الزاوية في  
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:
     
    
   
.     

       (  .  . )       
       .      
      (   )      

.    

cm cm, ,a b6 7 30º= = =  :  ABCT  

:

º30 7 cm

6 cm

c

β

A

CB  ,, c   

:  

 cosa b c bc22 2 2
= + -    

 cosc c6 7 2 7 30º2 2 2
= + - ^ h

 c c0 7 3 132
-= +  cos30 2

3
º =

 c 2
7 3 7 3 4 1 13

2
! # #

=
- -^ h    

 .c 10 935.   .c 1 188.

.    c    

cosb a c ac22 2 2
= + -  cos   .   

    

 cos ac
a c b

2

2 2 2

=
+ -

 .c 10 953.

 
.

.
cos

2 6 10 935

6 10 935 7
1

2 2 2

=
+ -

^ ^

^

h h

h

 .cos 0 812.1

 .35 685º1 =

 1180º1 = - +6 @

 .114 314º.

  .c 1 188.

 
.

.
cos

2 6 1 188

6 1 188 72 2 2

=
+ -

2 ^ ^

^

h h

h

 .cos 0 812.-2

 .144 292º.2

 º180 2= - +2 6 @

 . º5 7080.

, . ,cm cma b5 6 5 25º= = =  :  ABCT   3

73

إجابات وحلول  8

«دعنا نفكر ونتناقش»

تحقق من إجابات الطلاب.

لا يمكن تطبيق قانون الجيب مباشرة.

«حاول أن تحل»
1  cosc 121 25 2 5 11 20º2

# # #= + -

 . cmc 6 53.

 . , .144 8 15 2º ºα β= =

2  .cos 2 7 5
49 25 81

0 1
# #

α =
+ -

=-

. (الزواية الأكبر)  º95 74α =  ومنه: 

3  . . ºcosc c25 42 25 2 6 5 252
# # #= + -

 . .c c11 78 17 25 02
- + =

 . .
. cmc 2

11 78 8 35
1 71.=

-
1

 . .
cmc 2

11 78 8 35
10.=

+
2

يوجد قيمتان لِـ c لذا يوجد مثلثان.  

c. يكون: 1 71= إذا   

 .
. .

.cos 2 5 1 72
25 2 92 42 25

0 83
# #

β =
+ -

=-

  146ºβ =  ومنه:  

 180 25 146 9º º º ºγ = - + =^ h

c يكون: 10= إذا   

 .
.cos 2 5 10

25 100 42 25
0 83

# #
β =

+ -
=

 34ºβ =  ومنه:

 º º180 25 3 1214º ºγ = - + =^ h
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:
   
   
    
    .
   
.    

Area 2
1

5 7 7
4 3

# # #=

.Area 10 3 17 32.=

. cm17 32 2   ABC   

6 8cm , cm , cm5a b c= = =  :  ABC     1

Heron's Formula   
:           

 

:  , ,a b c    ABC   

 ABC s s a s b s cArea = - - -^ ^ ^ ^h h h h

s a b c semiperimeter2
1

= + + =^ h  (   ) :

cm , cm , cm7 5 8  :      

:
a b cs 2

1
2
1

8 5 7 10= + + = + + =^ ^h h

  

Area s a s ss b c= - - -^ ^ ^h h h

 10 10 10 10 10 25 7 5 38= - - - =^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h

 10 3=

Area .17 32.

. cm17 32 2    10 3 2cm     

cm , cm , cma b c4 4 3= = =  :  ABC    2

75

8-5 
Area of Triangle

  

            
:    

 sinArea ABC bc2
1

=^ h    

sinac2
1

=    

BC

A

6 cm

8 cm
30º  sinab2

1
=    

:   ABC      

.    cm ,cm , °ba 68 30= = =

 cm8a =   5cmb =   cm7c =   ABC   

B C

A

7 cm 5cm

8 cm

 :

 ,AB AC        
:cos       

cos bc
b c a

2

2 2 2

=
+ -

2 5 7
25 49 64

70
10

7
1

cos
# #

=
+ -

= =

cos sin 12 2a + =

sin 1 cos2 2` = -

sin 1 cos2= -        

sin 1 49
1

49
48

7
4 3

= - = =

:  ABC   

sinbcArea 2
1

=

 
•     

.    
•      

.  

:  
•  

Area of Triangle  
•  

Heron's Formula  

:
    
    
  º30   

.   
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مساحة المثلث  :8-5

الأهداف  1

يوجد مساحة مثلث باستخدام جيب الزاوية • 
المحصورة بين ضلعين معروف طولاهما.

يستخدم قاعدة هيرون لإيجاد مساحة مثلث.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

مساحة المثلث - قاعدة هيرون.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن السؤال التالي:

cm4 أوجد مساحة مثلث متطابق الأضلاع طول ضلعه 

التدريس  5

إن معرفة طولي ضلعين وقياس الزاوية المحصورة بينهما 
تسمح بإيجاد مساحة مثلث. ذكّر الطلاب بقاعدة إيجاد 

b h2
1

## مساحة مثلث: 

أشر إلى أن مساحة المثلث تساوي نصف مساحة متوازي 
الأضلاع، وبالتالي تسمح هذه الطريقة بإيجاد مساحة 

متوازي أضلاع إذا علُم طولا ضلعين وقياس الزاوية بينهما. 
كذلك تسمح قاعدة هيرون بإيجاد مساحة مثلث إذا 

علمت أطوال أضلاعه الثلاثة.

أشر إلى أنه إذا عرفت أطوال أضلاع مثلث فسيمكن تطبيق 
قانون جيب التمام لإيجاد جيب تمام الزاوية ومنه جيب 

الزاوية، مما يسمح بإيجاد مساحة المثلث.
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30

8-5  

Area of Triangle

  A 

.   ABC    (1-2)  

(1) , cm , cmºm A b c47 32 19= = =t^ h  (2) 4 , 5 , 8a b ccm cm cm= = =

.(  ) .           (3-6)  

(3) , ,9 7a b c5= = =  (4) , ,a b c23 19 12= = =

(5) . , . ,a b c19 3 22 5 31= = =  (6) . , . , .a b c18 2 17 1 12 3= = =

  B 

.     b      a   (1-6)  

a  b    .            (1)

a  b   .          (2)

a  b   .           (3)

a  b   .            (4)

   θ        a, b   (5)

a  b   sinab       

AC cm9=  , AB cm7=  , cmBC 5=  :ABC   (6)

a  b  cm15 2    ABC     

 

            
. m7.5 2   

6m , m , m5 3  :         

     

:

6 m

5m3 m

 :   

m3 5 6 14+ + =

s m2
14

7` = =

:   

7 7 3 7 5 7 6reaA = - - -^ ^ ^h h h

 7 4 12# # #=

 56=

 . m7 48 2.

.     . m7 48 2     

   6m , m , m4 4          (3)   3

76

لكن قاعدة هيرون تسمح لنا بإيجاد المساحة مباشرة دون 
الحاجة إلى كل هذه الحسابات.

في المثال (1)

يتمّ استخدام قانون جيب التمام لمعرفة قياس إحدى زوايا 
المثلث مما يسمح بإيجاد مساحته. ويعتبر هذا المثال 

تحضيرًا لقاعدة هيرون.

في المثال (2)

هذا المثال هو تطبيق مباشر لقاعدة هيرون. عادة ما 
نحتاج إلى الآلة الحاسبة العلمية لاحتساب مساحة المثلث 

بواسطة قاعدة هيرون نظرًا إلى وجود الجذر التربيعي.

في المثال (3)

هذا المثال هو أيضًا تطبيق حياتي لاستخدام قاعدة هيرون، 
وهو يؤمن الربط بين الهندسة وحساب المثلثات.

الربط  6

يشكل المثال (3) ترابطاً بين الرياضيات والحياة اليومية.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في اختيار الزاوية المناسبة. شدّد على 
وجوب اختيار الزاوية المحصورة بين الضلعين المعلوم 

طوليهما.

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يتعاملون مع فقرات «حاول أن تحل» 
لتتأكد من فهمهم لكيفية استخدام القانون والقاعدة في 

هذا الدرس.
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31

.        (7-10)  

:   ABC    a cm2=  , b cm3=  , m C 04 º=^ hW  :   (7)

a  . cm4 6 2  b  . cm3 86 2

c  . cm1 93 2  d  . cm2 3 2

:  7 cm , 8 cm , 9 cm      (8)

a  cm6 15 2  b  cm12 5 2

c  cm16 3 2  d  cm18 3 2

:  a       (9)

a  a
units

3
4

2
2  b  unitsa2 2

c  a units1
2

2 2  d  a
units

3
2

2
2

70∫

A

CB 70∫

 :   AB    cm8 2    ABC     (10)

 a  5 cm b  8 cm

 c  4 cm d  6 cm

اختبار سريع

1  أوجد مساحة المثلث ABC، إذا كان:

cmAC 16=  , cmAB 12=  , º150α =  

 ( ) ºsinArea ABC 2
1

12 16 150# #=

  2
1

12 16 2
1

# # #=

  48=

cm48 2
مساحة المثلث =  

2  أوجد مساحة المثلث ABC، إذا كان:

cmAB 10=  , cmBC 18=  , cmAC 14=  

باستخدام قاعدة هيرون:  

 ( ) ( )( )( )ABC s s a s b s cArea = - - -

s 2
10 14 18

21=
+ +

= حيث   

 ( ) .ABCArea 21 11 7 3 69 65# # #= =

. cm69 65 2
أي مساحة المثلث =  

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

:ABC مساحة المثلث 

طريقة أولى:

 cmsinA 2
1

6 8 30 12º 2
# # #= =

طريقة ثانية:

 ;ºsin AC hh
30 6 32

1
#= = =

 cmA 2
1

8 3 12 2
# #= =

«حاول أن تحل»
1  cos 2 6 8

64 36 25
32
25

# #
α =

+ -
=

 sin 32
339

α =

 . cmArea 2
1

8 6 32
339

13 8 2
# # # .=

2  Area 2
11

2
11

4 2
11

4 2
11

3= - - -a a ak k k

 . cm4
3 55

5 56 2.=

3  Area 7 7 4 7 4 7 6= - - -^ ^ ^h h h

 . cm . m3 7 7 9 7 52 22.=

لا يسمح له بالمشاركة.  
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إجابة «مسألة إضافية»

باستخدام قانون الجيب نكتب:

 =
sin sin
AD
44

150
56º º

 . mAD 125 7. ومنه: 

 =
º ºsin sin

AC
81

150
51

 . mAC 190 6. ومنه: 

باستخدام قانون جيب التمام في المثلث ACD نجد:

 . . .DC 15 800 49 36328 36 40636 82
= + -

 . mDC 107 2.

المرشد لحل المسائل

   

 

 

  
 

 

  
 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 
  

 

 

 

 

 
   

•  x n2 2= +   1 =   x n!=  :   .2       

.   n  x n2
3

2= +   1- =   .   n  

•   x n2=+   1 =   x n2 2! +=  :   2        
.   n  x n2!=   1- =     n 

•  a 11  :   a 12  :   :

b
1

11  :   
b
1

12  :   

•  a   ( ) cosf x a bx h k= - +^ h   ( ) sinf x a bx h k= - +^ h  :  

•  
b
2   cosy a bx= ^ h  siny a bx= ^ h 

78

100∫

m40

C Dm45

15c

A

m35

m20

E

m
80

B

 :
         

.   
:

•  :ABE  

 sin sinAB AEABE 2
1

15 2
1
35 80 15Area º º# # # # # #= =^ h

 . mABE 3362 47Area 2` .^ h

•  BE

B

A

E

1
D

C
m45

m20
100c

m80

m40

m35
15c     

cos °BE AB AE AB AE2 152 2 2
# #= + -^ h

cos35 80 2 35 80 15°2 2
# # #= + -   

.2215 815.  
. . mBE 2215 815 47 07. .

•  :CDE   

 cossinDC DECDE 2
1

180 100 2
1
45 20 80Area ° ° º# # # # # #= - =^ ^h h

 . mCDE 443 163Area 2` .^ h

•  EC
   

 cos° °sinEC DC DE DC DE2 80 45 20 2 45 20 8022 2 2 2# # # # # #= + - = + -^ h

 2112.433mEC 22` .^ h

 . . mEC 2112 433 45 961. .

•  :BCE   
  

Area BCE s s c s b s e= - - -^ ^ ^ ^h h h h

. ms 66 515.  :  
. mArea BCE 839 603 2

=^ h  :   
. . . .362 347 839 603 443 163 1 645 113+ + =      :    

C
D

A m150 B

44c
37º32º

48º

 m1645 2       m1645 2   
 

DA, CA, DC :     
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32

.     (1-3)  

(1) cosy x2=-  (2) siny x2 2=  (3) tany x2
3

=

.         (4-8)  

(4) . siny x1 5=  (5) cosy x
5 2=  (6) siny x4 3=-

(7) .tany x2 5=  (8) tany x6=-

4   3    siny bxa= ^ h      (9)

               (10-11)  
cos x     xsin    

(10) siny 2 4=-
x  (11) cosy x 3= +` j

.     (12-15)  

(12) , cm , cmm b cA 02 5 5º= = =^ hW  (13) cm , cm , cm4 3 5a b c= = =

(14) , , cm3m mA cC10 40º º= = =^ ^h hW W  (15) cm , cm , cm4 2a b c 3= = =

:      (     )    (16-18)  
(16)

50º

6

CB

A

4

(17)

6
8

CB

A

4

(18)

º55

º40

CA

B

5

  560 km/h           :   (19)
          600 km/h     

.    

C

B

DE

F

G

M 20 m  A

20 m         :   (20)

20 m       

MD , MC , MB    

  

•  x n!=  :        

•  .     .       

•  .     .     

•  sin sin sin
a b c= =  :  

•  a cosb c bc22 2 2
= + -  :   

•  sinab2
1

=   

•  s a s b s csArea = - - -^ ^ ^h h h :  

.(   ) s = semiperimeter  

7933

:            (1-2)  

(1) cosy x3 3 2= + -^ h  (2) siny x
3
2

3
3

1=
-

+a k

f , g         (3-4)  

(3) ( ) , ( )cos cosf x x g x x2 2 2= =  (4) ( ) 3 3 , ( ) 3x x2sin 2sinf x g x
= =

    122 m           :   (5)
.    20∞ 15∞       

         16     :    (6)
.     4.72 m

                :   (7)
.S .S .S S .A .S S .S .A S .A .A A .S .A :

         CAB :      (8)
1 , 2 , 3 :

 3

 1

 2

C

B

A
 m CAB^ hW   

cos
a
A

abc
b c a

2

2 2 2

=
+ -  :   ABC   (9)

 



الوحدة التاسعة: تطبيقات على حساب المثلثات

Applications of Trigonometry  

قُسمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

1 - 9: المتطابقات المثلثية

جزء 1: المتطابقات المثلثية الأساسية.  

جزء 2: متطابقات الدوال المثلثية الزوجية أو الفردية.  

جزء 3: تحليل المقادير المثلثية.  

2 - 9: إثبات صحة متطابقات مثلثية

جزء 1: إثبات صحة المتطابقات.  

3 - 9: حل معادلات مثلثية

جزء 1: حل معادلات مثلثية.  

جزء 2: معادلات تحتوي على مضاعفات الزوايا.  

4 - 9: متطابقات المجموع والفرق

جزء 1: متطابقات الدوال المتكافئة.  

جزء 2: متطابقات المجموع والفرق.  

5 - 9: متطابقات ضعف الزاوية ونصفها

جزء 1: متطابقات ضعف الزاوية.  

جزء 2: متطابقات نصف الزاوية.  



   :  

         :   1
           

.   

.     :  2

.    -    :  3

              .        :    4

:              .    

       x   t    w  k  (m)    ym :  ( )y y sin kx wtm= -  
.   

:   .        t  x      

0.00421sin (68.3 2.68 )y x t= -  

   w   ym     a

.Hertz   wf 2=  :            b

.     

. k
2

=  :     .t               c

    

mx 1=       d

:      .       e

.          ( )y y sin kx wt= - +2 m  ( )y y sin kx wtm= -1  :  y y y= +1 2  

sin sin sin cosq
p q

p
p q

22 2+ =
+ -` `j j6  : @ .   y y y= + 21  :     

. . m , . radians , . m , . hertzy f0 0045 2 5 0 09 2 3m = = = =  :   y  ,y y2 1   f

. mx 1=        y  y2  y1      

.                 :  5

.      

 

         

9 - 19 - 29 - 39 - 49 - 5
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مقدمة الوحدة

من المتعارف عليه أن الصوت ينتج من اهتزاز الأجسام 
وهو يتكوّن من موجات متلاحقة، فالنغمات الموسيقية 
التي تتمتع الآذان بسماعها هي موجات تنشأ من اهتزاز 
الأوتار المشدودة لهذه الآلات، فتصل إلينا عبر الهواء. 

وعندما يتكلم الإنسان فإن الصوت ينتج من اهتزاز الأوتار 
الصوتية للحنجرة.

تنتقل موجات الصوت عبر الغازات والسوائل والأجسام 
الصلبة، ولكن لا تنتقل عبر الفراغ.

إذا ألقيت حجرًا صغيرًا في بركة ماء ساكنة فسوف تشاهد 
سلسلة من الدوائر تتسع شيئًا فشيئًا، مبتعدة عن النقطة 

التي لامس فيها الحجر سطح الماء. وهكذا تتحرك أمواج 
الصوت.

تعتبر موجة الصوت في السوائل والغازات موجة طولية 
وهي أيضًا في الهواء، أما موجة الصوت في المواد الصلبة 

فهي موجة عرضية.

تعتمد سرعة الصوت على الوسط الذي ينقلها حيث تبلغ 
 ، °20 m343 في الثانية عند درجة حرارة  في الهواء 

m1407 في الثانية في الماء عند درجة  وتبلغ هذه السرعة 
الصفر.

 f وتردد موجة الصوت c إذا اعتبرنا أن سرعة الصوت
وطول الموجة الصوتية (المسافة بين موجتين متتاليتين)

، ويحتسب عادة تردد موجة الصوت  f
cλ = λ فتكون 

.(Hertz) بالهرتز

يعتبر الصوت أحد المظاهر الأساسية التي يستخدمها 
الإنسان والحيوان في حياتهما اليومية، وذلك عن طريق 

حاسة السمع (الأذن) والتي بواسطتها يتم تحويل الصوت 
من موجات صوتية إلى إشارات كهربائية.

يواجه الإنسان مشكلة مع الموجات الصوتية التي يقل 
Hertz20 حيث لا تستطيع الأذن البشرية  ترددها عن 
التقاطها أو الإحساس بها، وهي ناتجة عن الاهتزازات 
والانزلاقات لطبقات القشرة الأرضية والتي ينتج عنها 

زلازل وبراكين.

تستطيع بعض الحيوانات الإحساس بالزلازل قبل 
حدوثها مثل القطط والكلاب.

يستطيع الإنسان التقاط موجات صوتية يقع تردادها بين 
Hertz20000 وينخفض هذا المدى عند  Hertz20 و

، Hertz12000 كبار السن إلى 

أما الموجات الصوتية التي يزيد تردادها عن 
Hertz20 فهي تقع خارج نطاق التقاطها من الأذن  000

ا. البشرية حيث إن طول موجاتها يعتبر صغيرًا جدًّ

لموجة صوت مقام مرتفع أو مقام منخفض بحسب 
ترددها، ويمكن تمييز صوت الأطفال أثناء اللعب 

ًّا. بالمقارنة مع الأكبر منهم سن

تحيط الموجات الصوتية بنا طوال الوقت، فلا تمر ثانية 
إلا ونسمع أصواتاً منذ اللحظة التي نستيقظ فيها صباحًا 

حتى اللحظة التي ننام فيها ليلاً.
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مشروع الوحدة
يزود مشروع الوحدة الطلاب بمعلومات أولية عن انتشار 
الموجات الصوتية وكيفية قياس ترددها وطولها. ويساعد 

على الربط بين هذه الموجات والدوال الجيبية.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

4  (a) siny y kx wt= -m ^ h

  . . .siny x t0 00421 68 3 2 68= -^ h

.y 0 00421=m (السعة)  فتكون:   

  . rad/sw 2 68=

 (b) .
.f w

2 2
2 68

0 43.π π= =  Hz

 (c) . . m/sk
2

68 3
2

0 092.
π πλ = =

(طول موجة الصوت)  

 (d) . . .siny t0 00421 68 3 2 68= -^ h

تحقق من الرسوم البيانية.  

 (e) y y y= + 21

  sin siny kx wt y kx wtm m ϕ= - + - +^ ^h h

  sin cosy kx wt2 2 2m #
ϕ ϕ

= - +` j

 (f) .πf w
2 2 3= =

  .w 4 6π( =

  .k
2

0 09
πλ = =

  . .k 0 09
2

69 8
π

( .=

. . . ππ
siny t0 0045 0 09

2
4 6= -1

a k

 . . . πsin t0 0045 69 8 4 6= -^ h

. . . .ππ
siny t0 0045 0 09

2
4 6 2 5= - +2 a k

 . . . πsin t0 0045 72 3 4 6= -^ h

. . . . .sin cosy t2 0 0045 0 09
2

4 6 1 25 1 25
π π= - +^ a ^h k h

 . . . . .sin cost0 009 0 09
2

4 6 1 25 1 25
π π= - +a ^k h

 . . .sin t0 00283 71 05 4 6π= -^ h

تحقّق من الرسوم البيانية.  

التقرير
يجب أن يكون التقرير مفصّلاً يتضمن خطوات الحلول 

والتمثيلات البيانية المطلوبة.
اعرض أمام زملائك في غرفة الصف كل النتائج التي 
توصلت إليها. أعد النظر في بعض الحسابات إذا كان 

ًّا. ناقش معهم التمثيلات البيانية التي  ذلك ضروري
وضعتها وتأكد من صحتها وسلامتها من الأخطاء.

سلّم التقييم
الحسابات صحيحة بالكامل - التمثيلات 

البيانية واضحة ودقيقة - التقرير مفصل وواضح 
ويتضمن كل النتائج المطلوبة.

4

معظم الحسابات صحيحة - التمثيلات البيانية 
واضحة مع بعض الأخطاء - التقرير مفصل 

وواضح ويتضمن النتائج المطلوبة.

3

بعض الحسابات صحيحة - معظم التمثيلات 
البيانية تشوبها الأخطاء - التقرير غير منظم 

وبحاجة إلى إعادة.

2

معظم عناصر المشروع ناقصة وبحاجة إلى إعادة. 1
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The Trigonometric Identities

  A 

:          (1-9)  

(1) csc csc cosx x x2-  (2) 
sec
tan

x
x

2

2

 (3) 
csc
tan
x
x1

2

2
+

(4) cos c sin secscx x x x+  (5) c
sin

sec
cos

sc x
x

x
x

+  (6) cot
tan

x
x

1
1
+
+

(7) +
sin sinx x1
1

1
1

- +
 (8) +

cos
sin

sin
cos

x
x

x
x

1
1

-
-  (9) 

cos
tan

x
x
2
cscx

-1  1    (10-16)  

(10) -
cot cosx x
1 1
2 2  (11) +

csc secx x
1 1
2 2  (12) sin

tan cos
x

x x#

(13) cot tanx x- -^ ^h h (14) sec tanx x2 2
- -^ h  (15) sin cosx x2 2

- + -^ ^h h

(16) tan
cos sin
sec

x x
x x

2 2

2 2

+

-

:         (17-19)  

(17)  sin sin tanc c c2 2 2
+  (18)  sin cosx x1 2 1 2

- + -^ h

(19)  cos sinx x2 12
- +

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  ( ) secE x = x  :  ( ) sec
sin tan cos

E x x
x x x2 2 2

=
+ +  :    (1)

a  b  ( )E x 2=  :  ( ) sec csc tan cotE x x x x x2 2 2 2
= + - +^ ^h h :    (2)

a  b  ( ) sinE x x1= +  :  ( ) sin
sinE x x

x
1
1 2

=
+
-  :  (3)

a  b  ( ) secE x x2=  :  ( )
cos

cos sin sin cos
E x

x
x x x x2

2

2

=
+ -^ h  :  (4)

a  b  ( ) cosE x x=  :  ( ) csc cos cotE x x x x-=  :  (5)

9-1

������� 	
�� ���

              

.        

.       

x y 12 2
+ =  :        

.    sincos 12 2
+ =    sin   y  cos   x   

.     cos sin 12 2
+ =  :

-1

-1

1

1

-1

-1

θθ
1

1
, yx^ h, sincos^ h

.          

Trigonometric Identities    

•   Quotient Identities (Tangent and)  (   )  
Cotangent

tan cos
sin

, cot sin
cos

= =

•  Reciprocal Identities   

cos , ,sec csc sin cot tan
1 1 1

= = =

•  Pythagorian Identities   

, ,cos sin tan sec cot csc1 1 122 2 2 2 2
+ = + = + =

 
• .   
• .   
• .   

:  
• Identity  
•  

Pythagorian Identity  
•  

Trigonometric  
Identities  

• Simplify  
• Analysing  

:

     
.    

 
The Trigonometric Identities

9-1
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المتطابقات المثلثية  :9-1

الأهداف  1

يتعرف المتطابقات المثلثية الأساسية.• 

يبسّط المقادير المثلثية.• 

يحللّ المقادير المثلثية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

متطابقة - متطابقة فيثاغورث - متطابقات مثلثية - 
تبسيط - تحليل.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة بيانية - حاسوب - جهاز إسقاط 

.(Data Show)

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

ط ما يلي: بسِّ

(a) x x2 3 42 2
+ -^ h

(b) x x x1 32
- +^ h

(c) -x
x

x
x

3 1
4

- +

حللّ المقادير التالية إلى عوامل:

(a) y x x9 202
= - +

(b) y x x3 10 82
= + -

(c) y x x x3 23 2
= - +

التدريس  5

تعرف الطلاب سابقًا على متطابقات جبرية واستخدموها 
في تبسيط مقادير جبرية مختلفة، لذا لا بد من التذكير 

كما ورد في فقرة «دعنا نفكر ونتناقش» بتعريف المتطابقة. 
ركز مع الطلاب قبل البدء في هذا الدرس على بعض 
المتطابقات الجبرية لتريهم مدى أهمية فهم المتطابقة.
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.        (6-10)  

( )E x =  :    ( )
sec

tanE x
x

x
1 2

2

=
-

 :  (6)

a  1 b  1-

c  tan x4  d  tan x4-

( )E x =  :    ( ) sec secE x x x1
1

1
1

=
+

-
-

 :  (7)

a  tan x2 2  b  tan x2 2-

c  cot x2 2  d  cot x2 2-

( )E x =  :    ( ) cos secE x x x
3

22
= + +  :   (8)

a  ( )( )cos cosx x1 2- +  b  ( )( )cos cosx x1 2+ +

c  ( )( )cos cosx x1 2+ -  d  ( )( )cos cosx x1 2- -

( )f x =  :    ( ) secf x x 12
= -   (9)

a  tan x  b  tan x-

c  cot x  d  tan x

( )f x =  :    ( ) cscf x x 12
= -   (10)

a  cot x  b  tan x

c  cot x-  d  cot x

sin sin3-     :  

:

( )sin sin sin sin13 2
- = -    sin  

 sin cos2=   

:    1

a  cos sin3 32 2
+  b  cos tan cos2 2 2

+

csc tan     :    

:

csc tan
sin cos

sin1= :      

 

1

=
sin cos

sin
1

 

 
cos
1

=
 

 sec=

sec cot     :     2

.       

sin
cos

cos
sin

x
x

x
x

1 -
-     :

:

( ) ( )
( )

sin
cos

cos
sin

sin
cos

cos
sin

cos
cos

sin
sin

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

1 1 1
1

-
- =

-
-

-

-    

 ( )
( )( )
sin cos

cos sin sin
x x

x x x
1

12

=
-

- -   
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مثال على ذلك:

x , y هي متطابقة لكل قيم x y x xy y22 2 2
+ = + +^ h

 x قد تكون صحيحة لبعض قيم sin cosx x 1+ = ولكن: 
مثل:

sin cos0 0 1+ = x يكون  0=

sin cos2 2 1
π π

+ = πx يكون  2=

sin cos2 2 1π π+ = πx يكون  2=

sin cos2
5

2
5

1
π π

+ = πx يكون  2
5

=

والسؤال: هل هي صحيحة لكل قيم x؟ بالطبع لا، لأن:

sin cos6 6 2
1

2
3π π

+ = + x يكون  6
π

=

2
1 3

1!=
+  

ππ
sin cos4 4 2 1!+ = x يكون  4

π
=

sin ليست متطابقة. cosx x 1+ = بالتالي 

وهنا يكمن الفرق مع متطابقات فيثاغورث:

 ، tan secx x1 2 2
+ =  ،sin cosx x 12 2

+ =

cot cscx x1 2 2
+ =

,x 3 3- +d ^ h وهي صحيحة لكل قيم

وتكمن أهمية المتطابقات المثلثية في أنها تساعد كثيرًا 
على تبسيط مقادير تتضمن تعابير مثلثية كما في الأمثلة
(5) ,(4) ,(3) ,(2) ,(1) وهذا التبسيط يساعد على 

تحقيق عدة أهداف:

يسهل عملية الحل إذا كان ذلك مطلوباً.• 

ًّا.•  يسهل تمثيل المقدار بياني
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( )sin cos

cos sin sin
x x

x x x
1

2 2
=

-
- +

 
( )sin cos

sin
x x
x

1
1

=
-
-   

 
cosx
1

=

 secx=   

:    3

a  cos tanx x12 2
+^ h b  sin

cos
cos
sin

x
x

x
x1

1
-

+
-

.              

sin tan secx x x-  :  

:

sin tan sec sin cos
sin

cosx x x x x
x

x
1

:- = -    

 
cos
sin

x
x 12

=
-

 cos
cos
x
x2

=
-   

 cosx= -

tan cot sinx x x2-  :   4

    sin tan secy x x x= -1       (4)      
    )           cosy x2 =-

.(

-1

1

4 2 4

3

4

5

4

5
-

4

3
-

2
-

4
-

-
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كما أن المتطابقات المثلثية تساعد كثيرًا في تحليل مقادير 
تتضمن تعابير مثلثية إلى عوامل كما في المثالين (7) ,(6) 

بحيث يساعد هذا التحليل على إيجاد حلول لهذه المقادير 
إذا كان ذلك مطلوباً.

وهنا لا بد من الإشارة إلى الطلاب أنه لا يمكن تحليل 
مقدار يتضمن نسباً مثلثية متعددة إلا إذا استخدمت 

المتطابقات المثلثية وكتب المقدار بدلالة نسبة مثلثية 
واحدة وهذا يبدو واضحًا في المثالين (7) ,(6).

أخطاء متوقعة ومعالجتها  6

قد يخطئ الطلاب في استخدام المتطابقات المثلثية 
csc sin

1θ θ=  ،sec cos
1θ θ= . ذكرهم أن  ,csc secθ θ

وذلك بكتابة كل واحدة عدة مرّات.

التقييم  7

توفر فقرات «حاول أن تحل» فرصة مهمة أمام المعلم 
للتعرف على كيفية تعامل الطلاب مع المتطابقات المثلثية.
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Even-Odd  Trigonomertric  Identities  

.            

:      

-1

-1

1

1

,cos sinM^ h

( ) ( ),cos sinN - -^ h

-

 
-1

-1

1

1

,cos sinM^ h

( ) ( ),cos sinN - -^ h

-

( )sin sin- =-   

( )cos cos- =    

( )tan tan- =- ....................   

( ) ..........csc - = ....................    

( ) ..........sec - = ....................   

( ) ..........cot - = ....................   

sin( ) cos( )
sin ( ) cos ( )2 2

- - -

- - -     :   

:

( ) ( )

( ) ( )
( ) , ( )

sin cos

sin cos

sin cos

sin cos
sin sin cos cos

2 2 2 2

-- -

- - -
=

- -

- -
- = - - =

_ _i i

 
sin cos

sin cos2 2

=
- +

-

_ i
 

 
1

sin cos

sin cos sin cos

+

+
=

-

-
1

_

_ _

i

i i
   ( )( )a b a b a b2 2

- = - +

 sin cos= - +

( )
( ) ( )
sec

sec tan2 2

-

- - -     :    5

:

 ( )y f x=   
: x D6 !    D  

        (1)
( ) ( )f x f x- =   :

        (2)
( ) ( )f x f x= --    :
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اختبار سريع

csc sec tan cotx x x x22 2 2 2: - = + 1 أثبت أن: 

 csc secx x 22 2
: -

 
sin cosx x
1 1

22 2:= -

 
sin cos

sin cos
x x
x x1 2

2 2

2 2

=
-

 
cos sin

sin cos sin cos

x x
x x x x2

2 2

2 2 2 2 2

=
+ -^ h

 
sin cos
sin cos

cos
sin

sin
cos

x x
x x

x
x

x
x

2 2

4 4

2

2

2

2+
= = +

 tan cotx x2 2
= +

tan cot sec cscx x x x2 2 2 2
- = - 2 أثبت أن: 

 tan cotx x2 2
-

 
cos
sin

sin
cos

x
x

x
x

2

2

2

2

= -

 
cos sin
sin cos

x x
x x4 4

2 2=
-

 
sin cos

sin cos sin cos

x x
x x x x

2 2

2 2 2 2

=
- +^ ^h h

 
cos sin
sin cos

x x
x x
2 2

2 2

#
=

-

 
cos sinx x
1 1
2 2= -

 sec cscx x2 2
= -

tan tan secx x x4 32 + - 3 حللّ المقدار: 

 tan tan secx x x4 32
+ -

 
cos
sin

cos
sin

x
x

x
x

4 32

2

2= + -

 
cos

sin sin sin

x
x x x4 3 1

2

2 2

=
+ - -^ h

 
cos

sin sin
x

x x4 4 3
2

2

=
+ -

 sec sin sinx x x2 3 2 12
= + -^ ^h h
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 Factorising Trigonometric Expressions    

.          

.      cos sinx x1 2
+ -  

:

cos x1 2
-   sin x2      

( )cos sin cos cosx x x x1 1 12 2
+ - = + - -   

 cos cosx x1 1 2
= + - +

 cos cosx x2= +

 ( )cos cosx x1= +

.      sin sinx x24
-   6

sec tanx x 32
+ -     :  

:

.       tan x1 2
+^ h  sec x2  

sec tan tan tanx x x x3 1 32 2
+ - = + + -

 tan tanx x 22
= + -  

 tan tanx x1 2= - +^ ^h h 

sin sinx x4
5

8
32

- +     :   7
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إجابات وحلول  8

«حاول أن تحل»

1  (a) cos sin3 3 1 32 2
#θ θ+ = =^ h

 (b) cos
cos
sin

cos2
2

2
2θ

θ
θ θ+

  cos sin 12 2θ θ= + =

2  cos sin
cos

sin c cs
1 1

#θ θ
θ

θ θ= =

3  (a) cos
cos

cosx
x

x
1

1 02
2 !=c ^m h

 (b) =
sin cos

cos sin

sin cos
cos

x x
x x

x x
x

1

1

1
2 2

2 2-

-

+

-

-

^

^

^h

h

h

  cscsin x
2

2= = x

4  cossin x x1 2 2
- =

5  cos cos
sin1 2

θ θ
θ

-

 cos
sin

cos
1

2

θ
θ θ=

-
=

6  sin sin sin cosx x x x12 2 2 2
- =-^ h

7  sin sinx x2
1

4
3

- -a ak k

«متطابقات الدوال المثلثية الزوجية أو الفردية»

المتطابقة نوعها الدالة

sin sinθ θ- =-^ h دالة فردية دالة الجيب

cos cosθ θ- =^ h دالة زوجية دالة جيب التمام

tan tanθ θ- =-^ h دالة فردية دالة الظل

csc cscθ θ- =-^ h دالة فردية دالة قاطع التمام

sec secθ θ- =^ h دالة زوجية دالة القاطع

cot cotθ θ- =-^ h دالة فردية دالة ظل التمام
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9-2

   

Confirming Trigonometric Identities

  A 

:       (1-14)  

(1) cos tan sin cot sin cosx x x x x x2+ = +^ ^h h

(2) sin cot cos tan cos sinx x x x x x2+ = +^ ^h h

(3) tan sec tanx x x1 22 2
- = -^ h

(4) tan cot sec cscx x x x+ =

(5) tan cot sin cos
sin cos

x x x x
x x

2
2

+ + =
+^ h

(6) +
cos cos cscx x x1
1

1
1

2 2

- +
=

(7) sec
tan

cos
cos

x
x

x
x

1
12

+
=

-

(8) cot cos cos cotx x x x2 2 2 2
- =

(9) cos sin cos sinx x x x4 4 22
- = -

(10) sec
tan

tan
sec

x
x

x
x

1
1

-
=

+

(11) sin cos
sin cos

sin cos
sin

x x
x x

x x
x

1 2
2 12

+
-

=
+

-

(12) +
cos

sin
sin
cos

sin
cos

x
x

x
x

x
x

1
1 2 1

-
+

=
+^ h

(13) sin cos sin sin cosx x x x x42 3 2
= -^ ^h h

(14) sin cos sin sin cosx x x x x3 3 3 5
= -^ ^h h

  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b  .  ( )sin sinx x3 3=  :  (1)
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Confirming Trigonometric Identities
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.

  sin tan cos cotx x x x2 2
- =- +  :   :

(    ) .        

sin tany x x1
2

= -

cos coty x x2
2

= - +

0.5

-1.5
-2

-3
-2.5

-1

1.5
1

2
2.5

-
4

3
-
2
-
4 4 2 4

3

4

5

 , cos cotsin tan y x xy x x 22
= - += - 21

.        

        
.  

        
:   

:  x 0=   y
1
, y

2
 

.   ( )y 02   ( )y 0 0=1

      
.

Confirming an Identity    

                
:       .    

.         1

.           2

:        
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إثبات صحة متطابقات مثلثية  :9-2

الأهداف  1

يبينّ ما إذا كانت المعادلة المثلثية متطابقة أم لا.• 

يتثبت من صحة المتطابقات المثلثية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

إثبات متطابقة - دمج الحدود - ضرب العوامل - فصل 
الحدود - التحليل.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة بيانية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

ط ما يلي: بسِّ
(a) sin cos cos sinx x x x3 3

+

(b) -
cos cosx x1

1
1

1
+ -

(c) sin cos sin cosx x x x2 2 44 4 22
+ +

 a b a b a b22 2 2 2 24 4
+ = + +^ h7 [استخدم: 

sin cos tan1 2θ θ θ+^ h :اكتب التعبير  (d)
بدلالة tanθ فقط.

sin cos cot12 2θ θ θ+^ h :اكتب التعبير  (e)
بدلالة cosθ فقط.

التدريس  5

ًّا  لإثبات صحة متطابقة مثلثية، شجّع الطلاب على النظر ملي
إلى المتطابقة ليتعرفوا الجهة الأسهل للبدء في الحل.

قد يكون البدء بالمقدار من اليمين للحصول على المقدار 
في اليسار هو أسهل أو قد يكون البدء بالمقدار من اليسار 

للحصول على المقدار في اليمين هو أسهل.

وهذا يتوقف على مقدرة الطالب ومكتسباته السابقة.

حفّز الطلاب على استخدام المتطابقات الأساسية التي 
تعلموها في الدرس السابق في المكان المناسب لإثبات 

متطابقات مركبة.
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a  b  .  cos sin cosx x x2 2 2
= -  :  (2)

a  b  .  c sinsec o tansx x x x- =  :  (3)

a  b  sin
1 cos

x
x-  :  

sin
csc

sin
cot

x
x

x
x

3 3-  :    (4)

.        (5-10)  

:    sin
sec

x
x 12 -  :  (5)

a  sin tanx x  b  sin secx x2

c  cos secx x2  d  sin cscx x

:    ( ) ( )cos sin cos sinx x x x2 2- -+  :  (6)

a  sin cosx x4-  b  2

c  2-  d  sin cosx x4

:    tan tanx x
1

+  :  (7)

a  sec cscx x  b  sec sinx x

c  sec cosx x  d  sin cosx x

:    tan sinx x2 2
-  :  (8)

a  tan x2  b  cot x2

c  tan sinx x2 2  d  cot cosx x2 2

:    csc
sin

sec
cos

x
x

x
x

1+ +  :  (9)

a  1 b  1-

c  2 d  2-

:    cos
cos

x
x 12
-  :  (10)

a  tan sinx x-  b  tanx-

c  tan sinx x  d  tanx

cos
(1 cos )(1 cos )

tan2
2- +

=     :   

:

      
( )( )

cos
cos cos

cos
cos1 1 1

2 2

2- +
=

-   

 
cos
sin

2

2

=   

 cos
sin 2

= a k

 tan2=   

  =      `

cos
sin

sin
cos

csc1
1

2
+

+
+

=     :    1

            (1)        
.(     )         .    

2.5

1.5

0.5

2

1

2
--2-

2

3
-

4
-

2 4

3

4 4

5

2

3

4

7 2

( ) ( )

cos

cos cos

tan

y

y

1 1
2 2

2
2

=
- +

=

cot csc sec secx x x x2 1
1

1
1

=
-
+

+
    :   

:

      

( )( )
( ) ( )

sec sec sec sec
sec sec

x x x x
x x

1
1

1
1

1 1
1 1

- +
+

=
- +

+ + -    

 
sec
sec
x
x
1

2
2=
-

 

88

اطلب إليهم إعادة قراءة طرائق إثبات متطابقة كما وردت 
في كتاب الطالب: دمج الحدود، ضرب العوامل، استخدام 

متطابقات معلومة، التحويل إلى الجيب وجيب التمام، 
فصل الحدود، التحليل أو التفكيك، تبسيط الكسور...

في المثال (1)

ركّز مع الطلاب على أن الحل في هذا المثال اعتمد على 
البدء بالمقدار من جهة اليسار، ثم إجراء عملية الضرب 

في البسط، وبعد ذلك استخدام متطابقة فيثاغورث 
sin للوصول إلى المقدار في جهة اليمين. cos 12 2θ θ+ =

في المثال (2)

ركّز انتباه الطلاب في هذا المثال إلى أن الحل بدأ من 
جهة اليمين، حيث كان استخدام لمقام مشترك ثم جمع 

الحدود المتشابهة في البسط واستخدام ناتج ضرب 
المتطابقة الجبرية.

a في المقام وبعد ذلك المتطابقة  b a b a b2 2
- + = -^ ^h h

sec tan12 2θ θ= + الأساسية المثلثية 

وهكذا كانت النتيجة في جهة اليسار.

في المثال (3)

اطلب إلى الطلاب إثبات صحة هذه المتطابقة بأن يبدأوا 
من جهة اليسار للحصول على المقدار في جهة اليمين. 

ناقشهم بالخطة التي اعتمدوها.

أخبرهم أن لإثبات بعض المتطابقات يمكن التعامل معها 
بحيث نبدأ من اليمين إلى اليسار أو من اليسار إلى اليمين.

في المثال (4)

قد يكون من الصعب في بعض الأحيان الانطلاق من 
مقدار في جهة للوصول إلى مقدار آخر في الجهة الثانية، 

لذا يمكن استخدام عملية التبسيط في الجهتين، وذلك 
باستخدام المتطابقات المثلثية الأساسية.

في المثال (5)

sin لتفكيك  cos 12 2θ θ+ = تستخدم متطابقة فيثاغورث 
قوى مثلثية بدلالة sinθ فقط أو بدلالة cosθ فقط أو 

بدلالة sinθ, cosθ معًا وذلك بحسب الحاجة.
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tan
sec
x
x2
2=   

 sec cotx x2 2
=    

 cos sin
cos

x x
x2
2

2

:=  

 sin
cos

sinx
x

x
2 1

:=

 cot cscx x2=

  =      `

sin
sin

sin
sin

tan secx
x

x
x x x1

1
1
1

4 :
-
+

-
+
-

=     :    2

         (2)     x      
cot cscy x x2=

1
  :

sec secy x x1
1

1
1

=
-
+

+2
    

  

x(radians) y
1

y
2

-3 -99.4225 -99.4225
-2 -1.0066 -1.0066
-1 1.5261 1.5261
0 error error
1 1.5261 1.5261
2 -1.0066 -1.0066
3 -99.4225 -99.4225  

.               

sin
sin

1
cos

cos
1

x =
+

-
x x

x     :   

:

       
x x
sin
cos

sin
cos

sin
sin

1 1 1
1

#
-

=
- +

+
x x x

x  ( )sin1 + x        

 ( )x
sin

cos sin1
1 2=
-

+

x
x  ( )( )a b a b a b2 2

- + = -
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  6

قد يخطئ الطلاب في استخدام المتطابقات المثلثية الأساسية 
، cot csc1 2 2θ θ+ = tan و sec1 2 2θ θ+ = وخاصة 

ساعدهم على فهم كيفية الحصول على هذه المتطابقات 
دون حفظها غيباً.
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 (1 )x
cos

cos sin
2
+

=
x
x   

 1
cos
sin+

= x
x    

  =     `

1
1
cos
cos

csc otc 2-
-

+
=x
x

x x^ h     :    3

csc
cot

cot sec tan1

2

+
= -^ ^h h    :   

:

:   

csc
cot

csc
csc

1 1
12 2

+
=

+
-   

 csc
(csc )(csc )

1
1 1

=
+

- +  

 csc 1= -  

:   

(cot )(sec tan ) sin
cos

cos cos
sin1

- = -a ak k cos  sin   

 sin
1

1= -   

 csc 1= -   

csc 1-      a

csc
cot

(cot )(sec tan )1

2

`
+

= -

cot cos
sec tan

sin sin tanx x
x x x x x2
+
+

= +  :   4

sin cos sin sin sin cosx x x x x x22 5 2 4 6
= - +^ h     :   

:

.       

sin cos sin cos cosx x x x x2 5 2 4
=  cos cos cosx x x5 4

=
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التقييم  7

النقاش والحوار حول كيفية البدء بالحل، وخاصة أن 
التنوع بين التمارين يفسح المجال للتفكير في الجهة التي 

سوف يتمّ البدء فيها.

اختبار سريع

ط ما يلي: بسِّ

sin cos sin cosx x x x1 2 2 2 44
- = + 1 أثبت أن: 

sin cosx x4 4
+ نبدأ من اليمين:   

 sin cos sin cosx x x x24 4 2 2
= + +

  sin cosx x2 2 2
-

 sin cos sin cosx x x x22 2 2 2 2
= + -^ h

 sin cos sin cosx x x x1 2 1 22 2 2 2 2
= - = -

2 أثبت أن:

tan cotx x2 2 2 22 2
+ +^ ^h h sec cscx x2=

tan cotx x2 1 2 12 2
+ +^ ^h h :نبدأ من اليسار  

 sec cscx x4 2 2:=

 sec cscx x2=

tan cot
csc sec

sec cscx x
x x x x

2 2

#
+
+

= 3 أثبت أن: 

نبدأ من اليسار:  

 
cos
sin

sin
cos

sin cos

sin cos

sin cos

x
x

x
x

x x

x x

x x
1 1

1

1
2 2 2 2

=
+

+

=

 
sin cos
sin cos

x x
x x

2 2=

 sec cscx x:=
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 sin sin cosx x x12 2 2
= -^ ^h h  cos sinx x12 2

= -

 sin sin sin cosx x x x1 22 2 4
= - +^ ^h h

 sin sin sin cosx x x x22 4 6
= - +^ h

sin cos sin cosx x x x1 36 26 2+ = -  :    5

a b a b a ab b3 3 2 2
+ = + - +^ ^h h :  
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إجابات وحلول  8

«حاول أن تحل»

1  =
cos sin

sin cos cos
cos sin

cos

1
1 2

1

2 12 2

θ θ
θ θ θ

θ θ
θ

+

+ + +

+

+

^ ^

^

h h

h

  csc2 θ=

2  
sin sin

sin sin sin sin
x x

x x x x
1 1

1 2 1 22 2

- +

+ + - - +

^ ^h h

 
cos
sin

tan sec
x
x x x4

42= =

3  -
-

sin sin
cos

sin
cos

x x
x

x
x1 12 2

=` `j j

 
- -

cos

cos cos

x
x x

1
1 1

2-
=
^ ^h h

 
cos cos

cos cos

x x
x x

1 1

1 1
=

- +

- -

^ ^

^ ^

h h

h h

 cos
cos

x
x

1
1

=
+
-

4  
sin
cos

cos

cos cos
sin

x
x x

x x
x1

+

+

 cos
sin

cos sin
sin

cos
sin

x
x

x x
x

x
x1

1 2#=
+

+
=

^

^

h

h

 sin tan sin sin tanx x x x x1 2 2
= + +=^ h

cot cos
sec tan

sin sin tanx x
x x x x x2+
+
+

= نستنتج أن:   

sin cosx x1 3 2 2
- طريقة أولى، نبدأ من اليمين:   5

 sin cos sin cosx x x x32 2 2 23
= + -^ h

 sin sin cos cos sinx x x x x3 32 26 4 4
= + +

 cos sin cosx x x3 2 26
+ -

 sin cos sin cos sin cosx x x x x x36 6 2 2 2 2
= + + +^ h

 sin cosx x3 2 2
-

 sin cosx x6 6
= +

طريقة ثانية، نبدأ من اليسار:  

( ) ( )sin cos sin cosx x x x6 6 2 3 2 3
+ = +

 ( )( )sin cos sin cos sin cosx x x x x x2 2 2 24 4
= + + -

 1 ( )sin cos sin cos sin cosx x x x x x22 2 2 2 2 2 2+ - -= ^ h

 sin cosx x1 3 2 2
= -
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9-3

  

Solving Trigonometric Equations

  A 

:      (1-8)  

(1) sinx
2
1

=
-  (2) cos x 2

3
=  (3) cosx2 1=-

(4) tana3 1=  (5) cos sin cosx x x2 0- =  (6) tan sin tanx x x2
=

(7) tan x 32
=  (8) cos cosx x4 4 1 02

- + =

,0 2 h6        (9-11)  

(9) sin x2 1=  (10) cos x2 3 1=  (11) tan x2 1=

:    (12-14)  

(12) sin sinx x2 02
- =  (13) sin sinx x2 3 22

+ =

(14) tan cos cosx x x5 02
+ =

   B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  .   k  x k6 2= +  :  sin 2
1x =    (1)

a  b  .   k  kx
4

2=- +   kx
4

2= +  :  cosx 2=    (2)

a  b  .   k  x k5
6

=+ +  :  tanx 3=-    (3)

a  b  4
3  4  :  ( , )0    sin tan sinx x x2

=    (4)

a  b  4
5  4  :  ,0 2 h6    sin x2 12

=    (5)

9-3

 
• .   
•      

.   

:  
•  

Trigonometric Equation 
•  

Periodic Function  
•  

Zero Factor  
•  

Multiples of an Angle  

 :

      
     

 

������� 	
�� ���

     ,AO OB= ^ h     

.           

:    0 21 1      

1
B

A
o

2

B o
A

3

B

o
A

   ...    ...    ...    

 ......=......=2= -

   
......=......=2= -

   (   )     .     
         .        

.         

sinx 2
1

=     :  
:

0.5

-0.5
-1

-
2

-
2 6
5

2
3

,siny x y
2
1

= =
1 2

2
52

6

:       
.     y 2

1
=2     siny x=1

.   sinx 2
1

=     
.(             )

  
Solving Trigonometric Equations
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حل معادلات مثلثية  :9-3

الأهداف  1

يحل معادلات مثلثية بالطرائق الجبرية.• 

يستخدم الدالة الدورية في حل المعادلات • 
المثلثية.

يحل معادلات مثلثية تتضمن مضاعفات الزاوية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

معادلة مثلثية - دالة دورية - العامل الصفري - 
مضاعفات الزاوية.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة بيانية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

x x9 14 02
- + = أوجد مجموعة حل المعادلة:   (a)

أوجد:  (b)

 , , , , , ,sin sin sin cos cos cos6 4 3 6 4 3
π π π π π π

 , ,tan tan tan6 4 3
π π π

التدريس  5

ركّز مع الطلاب على المفاهيم التالية:

sin، فما هي قيمة θ؟ 2
1θ = إذا كان   (a)

ساعدهم على رؤية الحل باستخدام دائرة الوحدة.  

θ

y

x

2

1
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:

    
    
    

.  

!

.2 6 2832.

:

     
     
     ( )+

:
( )tan tan= +  

:  
tantan =x  

kx = +  :
k Z!  

0 21#   sin sin4 1+ =     :  

:

sin sin4 1+ =

sin sin4 1- = -   

 sin3 1= -  

 sin 3
1

= -

       

sin sin` =

 3
1

3
1

= - =

.sin radians3
1

0 341` .=
- a k

        sin 0` a1

       

.0 34` . +

 . , . ,3 4816 3 4816 0 2!. h6

       

.2 0 34` . -

 . , . ,55 9432 9432 0 2!. h6

 .3 4816.       .5 9432.     :  

sin sin5 3- =     :   2

.           

tan 3=x     :  

:

tan 3=x

. x       

tan tan` = x

 33= =

94

:

     
     
     ( )-

:
( )sin sin= -  

:  
xsin sin=  

kx 2= +  :
( ) kx 2= - +  

k Z!  

:

      
 ( )-    
:     

( )coscos = -  

:  
xcos cos=  

kx 2= +  :
kx 2= - +  

k Z!  

 .   siny x=   
2  = 

    ,0 2 h6      sinx 2
1

=      `
,x x6 6 6

5
= = - =     :  

.     2      
:        

x k6
5

2= +       x k6 2= +

.( )k Z!       k 

6
5

-1

-1

1

1

 cosx2 3 0+ =     :  

:

cosx2 3 0+ =  

cosx2 3= -  

cosx 2
3

= -  

x       

| |cos cosx` =  

-
2
3

2
3

= =

6` =  

cosx 0a 1  

       x   `

,x k k6 2 Z!= - +` j  :     x 

x k6
5

2` = +

,x k k6 2 Z!= + +` j  :     x 

 k6
7

2= +

k Z!   6
5

2x k+=       x k6
7

2= +     :     `

cosx2 1=     :   1

.         
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0, على محور الصادات نأخذ  2
1a k من النقطة

مستقيمًا موازياً لمحور السينات حيث يقطع الدائرة في 
 ، π
sin 2

1
6 = نقطتين ويكون لدينا قيمتان لِـ θ بحيث 

,6
5
6

π π sin وهما  6 2
1π π

- =` j

cos، فما هي قيمة θ؟ 2
1θ = إذا كان   (b)

ساعدهم على رؤية الحل باستخدام دائرة الوحدة.  

θ

-θ

y

x
2

1

 ,2
1

0a k من نقطة  

  على محور السينات نأخذ 
مستقيمًا موازياً لمحور 

الصادات حيث يقطع الدائرة 
في نقطتين ويكون لدينا زاوية 

-θ بحيث  π وزاوية أخرى 
cos 2

1
3 = θ بحيث 

π
cos 2

1
3- =` j

أخبرهم أن هذه الحلول تحدث فقط على فترة واحدة 
, π0 2 h6 وهي 

ولكن بما أن cosθ ،sinθ هما دالتان دوريتان وأن الرسم 
البياني لكل منهما له عدد لا ينتهي من القيم العظمى 

والقيم الصغرى فإن الحلول هي أيضًا غير منتهية كما يبدو 
على الرسم البياني.

في المثال (1)

ذكّر الطلاب أن الزاوية تقع في الربع الثاني أو الربع الثالث 

cos مما يعطي حليّن للمعادلة. 2 0
3
1θ =

- لأن 

k على كل من الحليّن. Z! k2 حيث  π شدّد على إضافة 

في المثال (2)

sin تقع الزاوية θ في الربع الثالث أو  3
1

0` 1θ =-

الربع الرابع مما يعطي حليّن للمعادلة.

الزاوية θ ليست من الزاويا الخاصة، على الطلاب 
استخدام الآلة الحاسبة لوضع حلول تقريبية تنتمي للفترة 

المحددة.
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.        (6-11)  

:    x  cossinx x 0+ =    (6)

a   b    

c   d    

:  ,0 2 h6    sin sinx x2 3 1 02
+ + =  :   (7)

a  , ,6 6
7

2
3

-  b  , ,3
4

2
3

3
5

c  ,2
3

6
11  d  , ,6

7
2
3

6
11

:  ,0 2 h6    sin cos cos sinx x x x2 2 2 2 1- - =-  :   (8)

a  ,6 4  b  , , ,6 4 6
5

4
7

c  , , ,6 4
3

6
5

4
5  d  , , ,4 3 3

4
4
7

:  0, 8x d j8   cos x2 4 1=  :    (9)

a  0 b  1

c  2 d  3

:  tan y3 2 3=  :   (10)

.   k  k6 +  a  

.   k  k12 2+  b  

.   k  ,
k k

12 2 12
7

2+ +  c  

.   k  ,k k6 2 6
7

2+ +  d  

:  ,2 2-` j   ( )xtan3 3 3=     (11)

a  , ,18 18
7

18
13

& 0

b  ,18 18
7

& 0

c  ,18
5

18
-

& 0

d  , ,18
5

18 18
7-

& 0

 3` =

        tanx x 0` a2

     xtan   

tan tanx x=+^ h     :

k Z!    3x k= +     :    

tanx 1=     :   3

.       ( )d x 0=           

2cos sin sin= -     :  

:

2cos sin sin=-

2cos sin sin 0+ =

sin 2cos 1 0+ =^ h

sin 0=   cos2 01 =+    

sin 0=   cos 2
1

= -     

 sin 0=    cos 2
1

= -

  `

 0` =       =

k2` =       k2= +    ,  k Z!

       

cos cos` =

 2
1

2
1

= - =

 3` =

cos 0a 1

.         `  

:        

,k k2 Zd= - +^ h

k3 2+-= ` j

k2
3 2= +

95

في المثال (3)

π، وبالتالي هناك حلاّن للمعادلة  دورة الدالة tanθ هي 
أحدهما في الربع الأول والثاني في الربع الثالث لكن 

 k π نعوض عن ذلك بكتابة الحل في الربع الأول وإضافة 
k Z! حيث 

في المثال (4)

يجب التعامل بدقة مع هذا المثال، وذكّر الطلاب بمتابعة 
k2 إلى كل  π الحل بكل تشعباته حتى النهاية مع إضافة 

حل.

في المثال (5)

حلّ المعادلات المثلثية بالاستعانة بطريقة حل معادلات 
الدرجة الثانية بالتحليل أو استخدام المميز مما يعطي أيضًا 

. مع التذكير برفض الحل إذا كان  k2 π حليّن مع إضافة 
,1 1-6 sin، لا تنتمي للفترة @ x  ،cos x قيم 

في المثال (6)

هذا المثال هو تطبيق لحل معادلة مضاعفات الزاوية.

ا تنبيه الطلاب إلى فترة المتغير x وهي  من المهم جدًّ
0, ومن ثم إيجاد فترة المتغير 3x وهذا يتطلب  πh6

. ,0 3πh6 الضرب بمعامل x والذي هو 3 لإيجاد الفترة 

أخبرهم أن المعادلة تعطي قيمة المتغير 3x لذا يجب 
.x القسمة على 3 لإيجاد قيمة

الربط  6

يؤمن المثال (7) الربط بين الدوال المثلثية والنابض 
المتأرجح صعودًا ونزولاً بحركة تكرارية تندرج تحت 

تسمية الحركة التوافقية البسيطة.

اطلب إلى الطلاب رسم منحنى الدالة:
 y ،تمثل الزمن بالثواني t حيث ، cosy t10 3

2π
=-

الارتفاع أو الانخفاض بالسنتيمتر ثم دراسة النتائج التي 
يلاحظونها.
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,2k k Z` != + +

 3 2k= + +` j

 3 2k
4

= +

k Z!    2k=       2k= +       3 2k
2

= +       3 2k
4

= +     :  

sin cos cos 0- =     :   4

sin sinx x4 8 3 02
- + =     :  

:

sinx      sin sinx x4 8 3 02
- + =  :

1 2x xsin sin2 3 0- - =^ ^h h  :
2 1xsin 0- =   2 xsin 3 0- =

sinx 2
1

=   sinx 2
3

=  
 

sinx 2
1

=  

sinx 2
1

=  

. x       

xsin sin` =

 2
1

2
1

= =

 6` =

 xsin 0 a2

.         x `

    x 

,x k k k262 Z` d= + = +

     x 

,x k k2 Zd` = - +^ h

 k6 2= - +` j

 k6
5

2= +

 sinx 2
3

=  

[-1 , 1]   xy sin a=

,2
3

1 1b -6 @

    xsin 2
3
`=

k Z!       kx 6 2= +         x k6
5

2= +     :  

96

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

 ،sinθ قد يخطئ الطلاب في كتابة مجموعة الحل بين
tanθ ،cosθ. أعد تذكيرهم بأن مجموعة الحل:

k2θ π α π= - +^ h k2θ أو  α π= + sin هي:  sinθ α=

cos تعطي: cosθ α= ولكن 

 k2θ α π= +

أو       
 k2θ α π=- +

tan تعطي: tanθ α=  
 kθ α π= +

شدّد على الطلاب الانتباه إلى الفترة المعطاه.

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يتعاملون مع فقرات «حاول أن تحل» 
لتتأكد من حسن أدائهم وأنهم قد استطاعوا إيجاد الحلول 

الصحيحة دون ارتكاب الأخطاء.

اختبار سريع

cos x 4
1

02
- = 1 أوجد مجموعة حل المعادلة: 

cos x 2
1

=- cos أو  x 2
1

=  
π

cos cosx 3=  ،cos x 2
1

= إذا   

x k3 2
π π=- + x أو  k3 2

π π= +  

cos x k3
5

2
π π= + أي   

π
cos cosx 3

2
=  ،cos x 2

1
=- إذا   

x k3
2

2
π π=

-
+ x أو  k3

2
2

π π= +  

x k3
4

2
π π= + أي   

k عدد صحيح. حيث   

sin sin4 2θ θ- = 2 أوجد مجموعة حل المعادلة: 

sin sin4 2θ θ- =  ، sin3 2θ =  ،sin 3
2θ =  

. °sin sin41 8θ = باستخدام الآلة الحاسبة نجد   
. k41 8 360° °θ = + أي   
. k138 2 360° °θ = + أو   

k عدد صحيح. حيث   
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 cos cosx x3 2 02
+ + =     :   5

.      (5)    :

Equations Involving Multiples of Angles      

. x    3x          cos x2 3 2=  :  

 

x0 1#   cos x2 3 2=     :  

:
 x0a 1G

 x0 3 3` 1G

     x3 `

 cos cosx x2 3 32 2
2

(= =   

x3       

 xcos cos3` =

 
2
2

2
2

= =

 4` =

        cos xx 3 03 ` a2

    x3  

 x k x k3 2
2

4 12 3(` = + = +

 , ,k x0 12 12 0& d= = h6

 , ,k x1 4
3

4
3 0& d= = h6

, ,k x 12
17

12
17

02 & b= = h6  

    x3  

 x k x k3 2 2 24 3 4
7

(` = - + = +

 x k3
2

12
7

= +

 k x0 12
7

&= =

 , ,k x 12
15

12
15 01 & b= = h6  

x 12=    ,  x 4
3

=    ,  x 12
7

=     :  
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3 أوجد مجموعة حل المعادلة:

sin sinx x4 2 1 3 3 02
- + + =^ h  

b ac4 4 3 12 2
T = - = -^ h نستخدم المميز:   

sinx 2
3

= sinx أو  2
1

= ومنه:   

sin sinx 6
π

=  ،sinx 2
1

= إذا   

x k6
5

2
π π= +  ،x k6 2

π π= +  

sin sinx 3
π

=  ،sinx 2
3

= إذا   

x k3 2
π π= +  

k عدد صحيح. x، حيث  k3
2

2
π π+= أو   

tan3 3θ = 4 أوجد مجموعة حل المعادلة: 

k3 3
πθ π= +  ، tan tan3 3

πθ =  

k
9 3
π πθ = +  

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

123

الرابعالثالثالثاني

α π θ= -α θ π= -2π θα = -

θ π α= -θ π α= +2θ π α= -
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:

cos
2
1

= -  :  

cos
2
11

=
-

-` j :

 

 .          

    cosh t10 3
2

= - a k   :  
.  t          (cm)

5 cm          

:

 cosh t10 3
2

= - a k

 cos t5 10 3
2

= - a k 5  h   

 t2
1

3
2

- cos= a k

   

cos
2
1

2
1= - =  

3` =  

cos t 03
2

` 1  

         `

 t 3
2

3
2

` =         t3
2

3
4

=  

t 1` =         t 2=  

.    5 cm          

5 cm           (7)   7
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x0 360° °1#   cos x4 2 2=     :   6

2 12sin x2 =     :  

:
2 12sin x2 =

 2
12sin x2 =

2
1

sin x2 =       
2
1-

sin x2 =

 
2
1

sin x2 =                                          sin x2
2
1

=
-

x2      1   

sin sin` =1 x2

 
2
1

2
1

= =

 4` =1

        sinx x2 2 0` a2

      x2  

,x k k2 24 Z` != +

 x k8= +

      x2  

,x k k2 24 Z` != - +

 x k22 4
3

= +

x k8
3

= +

x2      2    

sinsin x2` =2

 
2
1

2
1

= - =

 4` =2

        sinx x2 2 0` a1

     x2  

,x k k2 24 Z` != + +

 x k22 4
5

= +

 x k8
5

= +

    x2  

,x k k2 2 24 Z` != - +

 x k22 4
7

= +

 x k8
7

= +

  kx 8= +    ,   kx 8
3

= +    ,   x k
5
8= + ,      :  

,8x k k
7

Z!= +   

cos x4 2 12
=     :  
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«حاول أن تحل»

1  ,
π

cos cos cosx x2
2

4= =

 x k4 2
π π=

-
+ x أو  k4 2

π π= +

k عدد صحيح. x، حيث  k4
7

2
π π= + أي   

2  sin 3
4θ =

 . radsin k4
3

0 848 2 π1 .θ = +
- a k

  . rad k2 292 2 π. + أو 

k عدد صحيح. حيث    

3  ,tan tanx x k4 4
π π π== +

k عدد صحيح. حيث   

4  cos sin 1 0θ θ - =^ h

 cos 0θ = sin  أو   1θ =

 k2 π
πθ = +

k عدد صحيح. حيث   

5  ,cos cos1 2θ θ=- =- مرفوضة 

 ,cos k1 2π πθ θ=- = +

k عدد صحيح. حيث   

6  ºcos cosx 602 2
1

= =^ h

• ºx k2 60 360= +

 ºx k30 180= +

 ,º ºx x30 210= =

• ºx k2 60 360=- +

 ºx k30 180=- +

 ,º ºx x150 330= =

7  t 2
5

=

أي بعد ثانيتين ونصف الثانية  

«تدريب إثرائي»

cos هو: x4 2 12
= حل المعادلة 

, , ,π π πx k x k x k x k6 3 6
5

3
2π π π π π

= + = + = + = +
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Sum and Difference Identities

  A 

.         (1-3)  

(1) °sin15  (2) ºtan135  (3) cos 7 °5

sin 5
4

=  0 21 1    (4)

cos 17
8

=
-  2 1 1  

sin +^ h :  (a)  

cos -^ h :  (b)  

tan +^ h :  (c)  

.           (5-10)  

(5) ° ° ° °sin cos cos sin42 17 42 17-  (6) sin cos sin cos5 2 2 5+

(7) ° º
° º

tan tan
tan tan
1 19 47

19 47
-

+  (8) cos cos sin sinx x7 7+

(9) sin cos cos sinx x x x3 3-  (10) tan tan
tan tan

y x
y x

1 2 3
2 3

-

+

sin
sin

cos
cos

x
x

x
x3 3

-  :  (11)

  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b  °sin75 4
6 2

=
+  :       (1)

a  b  cos 12 4
6 2

=
-  :       (2)

(3) ( )cos cosh h2+ =-  a  b

(4) tan tan12 12
5

142 2
+ =  a  b

9-4

9-4

 
•      

.  
•       

.  
• .   

:  
•   

Sine of Sum of Two 
Angles

   
 Sine of Difference of  
Two Angles  

•    
 Cosine of Sum of Two  
Angles  

•     
 Cosine of Difference  
of Two Angles  

•  
 Cofunctions  

������ ���
,m DOM m DON 2= = -^ ^h hX X    

( )NO HW    a

y

H
M

N

D-1

-1

1

1

O

 .ODM, ONH :    b

OD = ... , MD = ... :  c

(.... , ) , , ........sin cosM N 2 -`` j j :  d

,... …cos sin sin cos2 2- = - =` `j j  :   

.((c)    : )  

Cofunction Identities    

 )           
.(        

  

cos sin tan cot sec csc2 2 2- = - = - =` ` `j j j

sin cos cot tan csc sec2 2 2- = - = - =` ` `j j j

sin cos2- = -` j  :  

:

sin sin2 2- = - -` `j j8 B b a a b- =- -^ h

 sin 2= - -` j ( ) ( )sin sin- = -

 cos= -  sin cos2 - =` j

cos sin2- =` j     :   1

  
Sum and Difference Identities

100

متطابقات المجموع والفرق  :9-4

الأهداف  1

يتعرف جيب مجموع زاويتين أو الفرق بينهما.• 

يتعرف جيب تمام مجموع زاويتين أو الفرق • 
بينهما.

يستخدم متطابقة الدوال المتكافئة.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

جيب مجموع زاويتين - جيب الفرق بين زاويتين - 
جيب تمام مجموع زاويتين - جيب تمام الفرق بين 

زاويتين - دوال متكافئة.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

ط التعابير المثلثية التالية: بسِّ

(a) sin x2
π

+` j  (b) cos x2
π

-` j

(c) cos x3
2
π

-` j  (d) sin x3
2
π

+` j

استخدم الآلة الحاسبة لإيجاد:

, , , , ,sin sin sin cos cos cos15 75 105 15 75 105° ° ° ° ° °

التدريس  5

يتعرف الطلاب في هذا الدرس على متطابقات جديدة 
ترتكز على المتطابقات الأساسية التي رأيناها سابقًا ويمكن 

بواسطتها إيجاد قيم الجيب وجيب التمام والظل لزوايا 
خاصة مثل:

 ,15 45 30 75 45 30° ° ° ° ° °= - = +  ,

 ° ° ° ° °105 90 15 60 45= + = + ...

،cos β α-^ h ساعد الطلاب على فهم كيفية إيجاد

اطلب إليهم كتابة طريقة إيجاد هذه المتطابقة.
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.        (5-11)  

:  tan 12
7  :       (5)

a  
6

2 6

2 +

-  b  2 6+

c  2 3+  d  2 3- -

:  sin x 6+` j  (6)

a  sin cosx x2
1

2
3

+  b  sin cosx x2
1

+^ h

c  sin cosx x2
3

2
1

+  d  sin cosx x2
3

2
1

-

:  tan h 4+` j  (7)

a  tanh1 +  b  tan
tan

h
h

1
1
+
-

c  tan
tanh

1
1
-
+

h  d  tan1 - h

:  cos x 4-` j  (8)

a  cos sinx x2
2

-^ h b  cos sinx x2 +^ h

c  cos sinx x2
3

+^ h d  cos sinx x2
2

+^ h

:  cos cos sin sin9 18 94 184° ° ° °+  (9)

a  °cos112  b  °cos76

c  °sin112  d  °sin76

:  sin cos sin cos3 7 7 3-  (10)

a  cos 21
4  b  sin 21

4

c  cos 21
10  d  sin 21

10

:  
tan tan

tan tan

1 5

5 3

3+

-
 (11)

a  tan 15
2  b  tan 15

8

c  tan 15
8-

a k d  tan 15
2-

a k

csc sec2- = -` j     :  

:

csc csc2 2= -- -` `j j8 B b a a b- = - -^ h

 =

sin 2

1

- -` j

5 ?

 csc sin
1

=

 =

sin 2

1

- -` j
 ( ) sinsin - = -

 =
cos
1-  sin cos2 - =` j

 sec= -

sec csc2- =` j     :   2

Sum and Difference Identities    

,, ,x y x yA B2 21 1= = BA A B  :        

:     

1  x x y yA B: = +B BA A  2  cosA B A B: :=

.      

( )cos -           

, ,cos sin cos sin cos cos sin sinON OM: :2 21 1= = +   (1)

cosON OM ON OM# #: = -^ h   

( ) ( )cos cos1 1# #= - = -   

( )cosMON O` : = -  (2)  

:(1), (2) 

( )cos cos cos sin sin` - = +

( )cos +  : 

( )a + = - -  O 1

1

-1

-1

-

( , )cos sinN

( , )cos sinM

 ( ) ( )cos cos` + = - -6 @  
( ) ( )cos cos sin sin= - + -  

( )cos cos sin sin= + -  

101

 cos β α-^ h باستخدام cos β α+^ h شجعهم على إيجاد
لأن ذلك سوف يساعدهم على الفهم بدلاً من الحفظ، 

 sin β α+^ h ثم sin β α-^ h وبالتالي يساعدهم على إيجاد
cos 2

π α+` j أو sinα cos وَ 2
π α-` jبتطبيق العلاقة بين

.sinα وَ

في المثال (1)

يساعد هذا المثال الطلاب على التدريب على كيفية 
الانتقال من sinθ إلى cosθ وبالعكس.

في المثال (2)

يبينّ هذا المثال للطلاب كيفية الانتقال من secθ إلى 
c وبالعكس أي من معكوس cosθ إلى معكوس  cs θ

sinθ وبالعكس.

في المثال (3)

يساعد هذا المثال الطلاب على استخدام جيب تمام الفرق 
بين زاويتين وإيجاد القيمة الصحيحة والدقيقة لجيب تمام 

º15 وذلك دون استخدام الآلة الحاسبة. الزاوية 

في المثال (4)

يساعد هذا المثال الطلاب على استخدام جيب المجموع 
وجيب الفرق وإيجاد cosθ بمعلومية sinθ وبالعكس 

لإيجاد قيم مثلثية دقيقة لمجموع زاويتين أو الفرق بينهما.
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 ( )cos cos cos sin sin` + = -

cos 2 - +^ h8 B   ( )sin +   

( ) ( )sin cos 2+ = - +8 B

 cos 2= - -` j

 cos 2= - -` j8 B

 cos cos sin sin2 2= - + -` `j j

 ( )sin sin cos cos sin+ = +

( ) ( ( )sin sin- = + -6 @ 

 ( ) ( )sin cos cos sin= - + -

 ( )sin sin cos cos sin- = -

:   ( )
( )
( )

tan
cos
sin

+ =
+

+  

 tan( ) tan tan
tan tan
1+ =
-

+

 tan( ) tan tan
tan tan
1- =
+

-  

  

 ( )cos cos cos sin sin+ = -

 ( )cos cos cos sin sin- = +

 + +( )sin sin cos cos sin=

 - -( )sin sin cos cos sin=

 
tan tan

tan tan
1 -

+
tan( )+ =

 _
tan tan

tan tan
1 +

-
tan( ) =

:        
a  cos15°  b  sin105°  c  tan75°

:
a  cos cos15 60 45° ° °= -^ h

 cos cos sin sin60 45 60 45° ° ° °= +   

 
2
1

2
2

2
3

2
2

# #= +

102

أخطاء متوقعة ومعالجتها  6

قد يخطئ الطلاب في كتابة المتطابقات فيستخدمون 
، ( )cos cos cosβ α β α- = - خاصية التوزيع مثل 

اطلب إليهم إعادة كتابة جيب وجيب التمام وظل مجموع 
وفرق زاويتين، ثم ركز أفكارهم على تغير الإشارة في 

.cos β α-^ hو ( )cos β α+

التقييم  7

راقب الطلاب وهم يتعاملون مع فقرات «حاول أن تحل» 
لتتأكد من أنهم قد فهموا جيدًّا المتطابقات الجديدة.

اختبار سريع

 tan 255º^ h ،cos 75º-^ h ، ºsin 75-^ h :1  أوجد

دون استخدام الآلة الحاسبة.

º ºsin sin75 75- =-^ h

 sin 45 30º º=- +^ h

 º º º ºsin cos cos sin45 30 45 30=- +^ h

 4
6 2

=-
+

cos cos75 75º º- =^ h

 ( )cos 45 30º º= +

 º º º ºcos cos sin sin45 30 45 30= -

 4
6 2

=
-

° °tan tan tan255 180 75 75° °= + =^ ^h h

 tan 45 30° °= +^ h

 º º
º º

tan tan
tan tan
1 45 30

45 30
=

-
+

 2 3= +

°tan15 2  أوجد: 

° ° °tan tan15 60 45= -^ h

 ° °
° °

tan tan
tan tan
1 60 45

60 45
=

+
-

 
1 3

3 1
=

+

-

 2 3= -
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 cos 1 25
162 -=   

 cos 25
92

=  

 cos 5
3

= -   cos 5
3

=

 cos0 2 0&a 1 1 2

 cos 5
3

` =

  • sin cos 12 2
+ =   

 sin 13
12

12
2

+
-

=a k  

 sin 1 1
144
69

2
= -   

 sin 169
252

=  

sin 13
5

= -   sin 13
5

=

2
3

a 1 1   sin 0& 1

sin 13
5

` =
-

  • tan cos
sin

5
3
5
4

3
4

= = =

  • tan cos
sin

13
12
13
5

12
5

= =
-

-

=

a  sin sin cos cos sin+ = +^ h

 5
4

5 1313
12 3 5

=
-

+ -a a a ak k k k

 =
65
48

65
15

65
63-

- = -

b  cos cos sin sincos - = +^ h

 5
3

13
12

5
4

13
5

=
-

+ -a a a ak k k k

 =
65
36

65
20

65
56-

- = -

c  tan
tan tan

tan tan
1

- =
+

-
^ h

 =

1 3
4
12
5

3
4
12
5

+

-

a ak k

 =

36
56
12
11

56
33

=

:     (4)     4
a  cos +^ h b  tan +^ h c  sin -^ h
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4
2

4
6

= +

 
4
2 6+

=

b  sin105º
 105 60 45° ° °a = +

 ( )sin sin105 60 45° º º` = +

 coscossin sin60 45 60 45° º º º= +

 2
1

2
3

2
2

2
2

# #= +

 4
6 2

=
+

c  tan 57 º
 75 45 30° ° °a = +

 ( )tan tan75 45 30° ° °` = +

 tan tan
tantan

1 45 30
45 30

° °
° °

=
-

+

 
1
1

1

1

1

3

1
3

3

3
= =

-

+

-

+  tan 54 1° =

 2 3= +

:         3
a  sin15°  b  cos75°  c  tan105°

,sin 5
4
0 21 1=  :  

,cos 13
12

2
31 1=

-  

:    
a  sin +^ h b  cos -^ h c  tan -^ h

:

cos   ,  sin   ,  tan   ,  tan  :  

  • sin cos 12 2
+ =   

 cos 15
4 2 2
+ =a k  
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إجابات وحلول  8

«عمل تعاوني» 

(a) m NOH θ=^ hX

راجع عمل الطلاب.  (b)

(c) ,OD OH MD NH= =

(d) , , ,
π π

cos sin cos sinM N 2 2θ θ θ θ- -^ ` ``h j jj

 ,cos sin sin cos2 2
π πθ θ θ θ- = - =` `j j

«حاول أن تحل»

1  cos cos sin2 2
ππ θ θ θ- = - =-` `j j8 B

2  sec sec2 2
π πθ θ- = -` `j j

  = = =

cos
sin csc

2

1 1
π θ θ θ

-` j

3  (a) º º ºsin sin15 45 30= -^ h

 º º º ºsin cos cos sin45 30 45 30= -

 4
6 2

=
-

 (b) cos cos75 45 30º º º= +^ h

  # #= -
1

2
2

2
3

2
2

2

  = 4
6 2-

 (c) =tan tan105 60 45
1 3 1

3 1
º º º

#
+=

-

+
^ h

  2 3
1 3

1 3
=- -=

-

+

4  (a) cos
3

13
12 4

13
5

5 5# #α β+ =
-

-
-

^ a ah k k

  16
65=
-

 (b) tan
cos

sin 63

65
16
65
63

16α α
α

β β
β

+ =
+

+
=

-

-
=^

^

^
h

h

h

 (c) sin
5 3

13
12

5
4

13 5 65
33

#αβ - =
-

-
-

=^ a ah k k
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9-5

   

Double-Angle and Half-Angle Identities

  A 

.cosx   sinx     (1-4)  

(1) sin cosx x2 +

(2) sin cosx x2 2+

(3) cos x3

(4) cos x4

:       (5-7)  

(5) csc csc tanx x x2 2 2
=

(6) sin sin cosx x x3 4 12
= -^ ^h h

(7) cos sin cosx x x4 1 8 2 2
= -

:        (8-10)  

(8) ºsin15

(9) ºtan195

(10) ºcos75

:      (11)

(a) cos
sin

x
x

1 2
2

+
 (b) sin

cos
x
x1 -  (c) cos

cos
x
x

1
1
+
-

sin x
2

  sinx
13
12

=-  , 2
3 x 21 1
r

r    (12)

 
• .   
• .   

:  
•  

Double of an Angle  
•  

Half of anAngle  

������ ���
:    

sincos cos cos sin+ = -^ h

:  =   

cos cos+ = +^ ^h h

 cos cos sin sin= -

 cos sin2 2
= -

:         
a  sin2  b  tan2

Double-Angle Identities    
Cosine Double-Angle      :

cos cos sin2 2 2
= -

cos cos2 2 12
= -   :       

:
(1) cos cos sin2 2 2

= -    
 cos sin 12 2

+ =    
 sin cos12 2

= -   

cos1 2
-    sin2    (1)  

cos cos cos2 12 2
= - -^ h  

 cos cos12 2
-= +  

cos2 12
= -  

cos sin2 21 2
= -  :        1

cos cos2 2 12
= -

cos sin2 1 2 2
= -

   
Double-Angle and Half-Angle Identities

9-5
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متطابقات ضعف الزاوية ونصفها  :9-5

الأهداف  1

يتعرف متطابقات ضعف الزاوية.• 

يتعرف متطابقات نصف الزاوية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

ضعف الزاوية - نصف الزاوية.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

، ماذا تلاحظ؟ ºsin60 º ثم  ºcos sin2 30 30 أوجد   (a)

، ماذا تلاحظ؟ ºcos60 º ثم  ºcos sin30 302 2
- أوجد   (b)

، ماذا تلاحظ؟
1 tan 30
2tan30

2- c
c ºtan60 ثم  أوجد   (c)

ط ما يلي: بسِّ  (d)

º ºcos cos42 482 2
+  , °sin sin37 53°2 2

+  

التدريس  5

يتعرف الطلاب على متطابقات ضعف الزاوية ومتطابقات 
نصف الزاوية إذ تساعد هذه المتطابقات على حل 

معادلات مثلثية من خلال تبسيطها بدلالة واحدة فقط 
من الدوال المثلثية. كما أنها تساعد على إيجاد قيم دقيقة 

لزوايا خاصة هي في الأساس ضعف زوايا معروفة أو 
نصف زوايا معروفة.

° °120 2 60#=  , . º º
22 5 2

45
=  , º º

15 2
30

= فمثلاً: 

راجع مع الطلاب متطابقات الدرس السابق وشجّعهم 
على إيجاد sin2θ , cos2θ , tan2θ بأنفسهم بدلاً من 

الحفظ.
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   B 

.     b       a   (1-5)  

(1) sin sin cosx x x2 2 24 =  a  b

(2) sin cos sin cos sinx x x x x4 4 43 3
=- +  a  b

(3) sin cosx x
2 2

12
=

-  a  b

(4) cos cosx x6 2 3 12
= -  a  b

(5) cos cosx x2
2

12
= -  a  b

.        (6-10)  

:  sin cosx x3 2+  (6)

a  cos sin sinx x x3 2 3
-  b  cos sin sin cosx x x x3 2 2 2

- +

c  cos sin sin sin cosx x x x x3 2 2 23
- - +  d  sin cos sin cosx x x x3 2 23

- +

:  cos
x

2 2
2  (7)

a  cos x
2

1 +  b  cos x1 +

c  cos x1 2+  d  cos x
2

1 2-

:  sin x3  (8)

a  sin cos sinx x x33 2
+  b  sin sinx x3 3-

c  ( )( )sin sinx x3 2 2
-  d  sin sinx x3 4 3

-

:  cos 8        (9)

a  2
2 2+  b  2 1-

c  2
2 2+  d  2

2 2-

:  cos
2

  cos
25
7

=
-  , 3

2i1 1r
r  :   (10)

a  
5
2  b  

5
2-

c  
5
3-  d  

5
3

cos x2         cosx 3
5=   

:

 cos cosx 5
3

2 2 1 2 12
2

` - = -= a k        

 
2 25
9
1#= -

    

 25
18

1= -

 25
7

= -

cos x2  :        13
5xsin =    2

Sine Double-Angle     :

sin sin cos2 2=

.sin2    ,sin
2 2
1 311=
-     :  

:

 sincos 12 2
+ =   

 cos sin12 2
= -

 1
2
1 2

= -
-

c m

 2
1

=

 cos
1
2

=
-  cos2 0

3
`1 1 1  

 sin sin cos2 2=     

 sin2 2
2 2
1 1

1# #=
- -

=

.sin2   5
3
, 2cos 0 1 1=    3

106

في المثال (1)

هذا المثال هو تطبيق مباشر لجيب تمام ضعف الزاوية 
واستنتاج متطابقة ثانية.

في المثالين (3) ,(2)

يتم استخدام متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية ومتطابقة 
جيب ضعف الزاوية لحل مسائل مثلثية.

في المثالين (5) ,(4)

يتم استخدام متطابقات ضعف الزاوية في حل مسائل مثلثية. 
شدّد على ضرورة حفظ هذه المتطابقات.

في المثال (6)

يتم استخدام متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية لإيجاد 
معادلات ومتطابقات جديدة.

في المثالين (8) ,(7)

حل مسائل باستخدام متطابقات نصف الزاوية. أشر إلى أن 
الزاوية هي ضعف نصف الزاوية أيضًا.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  6

قد يخطئ الطلاب في استخدام متطابقات ضعف 
الزاوية ومتطابقات نصف الزاوية حفّزهم على إيجاد 

هذه المتطابقات كتابة عدة مرات انطلاقاً من متطابقات 
مجموع الزوايا.

نبهّ الطلاب إلى أن بعض الحلول قد تحل باستخدام طرق 
أسهل وبخاصة باستخدام المطابقتين:

tan، ولكن بالرغم من  cos
sinα α

α
=  ،sin cos 12 2α α+ =

ذلك شدّد على استخدام متطابقات هذا الدرس لحفظها.
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cos cos cos3 4 33
= -     :   

:

  ( )cos cos3 2= = +

 cos cos sin sin2 2= -   

 ( ) ( )cos cos sin sin cos2 1 22
= - -   

 cos cos sin cos2 23 2
= - -

 ( )cos cos cos cos2 2 13 2
= - - -   

 cos cos cos cos2 2 23 3
= - - +

 cos cos4 33
= - =   

sin sin sin3 3 4 3
= -    :    6

Half-Angle Identities    

.         

2 =  :

 cos cos2 2 12
= -      

cos cos2 2 2 2 12
= -` `j j  2       

 cos cos2 2 12
= -` j   

cos
cos2

1
2

2+
= ` j cos 2

2 ` j   

cos
cos

2 2
1

!=
+      

sin
cos

2 2
1

!=
-  

tan cos
cos

2 1
1

!=
+
-` j

  

cos
cos

2 2
1

!=
+

` j

sin
cos

2 2
1

!=
-

` j

tan cos
cos

2 1
1

!=
+
-

` j

:

   
     

2
     

    
  -   +  

.    

:

  

sin x 
cos x 
tan x 
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Tangent Double-Angle     :

tan
tan
tan

2 2
1 2=
-

tan2        tan = 1 2- +     :  

:

 tan
tan
tan

2
1
2

2=
-

 
1 1 2

2 1 2
2=

- - +

- +

^

^

h

h

 
1 1 2 2 2

2 1 2
=

- + -

- +

^

^

h

h

 
2 2 2

2 1 2

2 1 2

2 1 2
1=

- +

- +
=

- +

- +
=

^

^

^h

h

h

tan2        tan 3=    4

cos
tan
tan

2
1
1

2

2

=
+

-  :   

:

  
tan
tan

cos
sin
cos
sin

1
1

1

1

2

2

2

2

2

2

=
+

-
=

+

-

 tan cos
sin

=

 

cos
cos sin
cos

cos sin

2

2 2

2

2 2

=
+

-

  

 
cos sin
cos sin

2 2

2 2

=
+

-  

 cos sin2 2
= -   

 cos2= =     

cos cos2 2 4 22
= -  :    5
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التقييم  7

تابع عمل الطلاب في فقرات «حاول أن تحل» لتتأكد من 
حسن أدائهم وفهمهم لهذه المتطابقات.

اختبار سريع

1 (a) أثبت أن:

sin cos cos sin cos1 2 2 2 2θ θ θ θ θ
+ + = +a k

نبدأ من اليسار:  

sin cos sin cos cos1 2 2 2 2 2
2θ θ θ θ θ

++ = +

 cos sin cos2 2 2 2
θ θ θ

= +a k

(b) أثبت أن:  

sin sin cos sin cos2 2 2 2 1
θ θ θ θ θ+ = - +a k

نبدأ من اليمين:  

sin cos sin cos sin1 2 2 2 2 2
2θ θ θ θ θ

- + = +

 sin sin cos2 2 2 2
θ θ θ

= +a k

sin cos
sin cos

tan1
1

2θ θ
θ θ θ
+ +
- +

= (c) استنتج أن:   

باستخدام (b) ,(a) نكتب:   

sin cos
sin cos

cos sin cos

sin sin cos

1
1

2 2 2 2

2 2 2 2
θ θ
θ θ

θ θ θ

θ θ θ

+ +
- +

=

+

+

a

a

k

k

sin يمكن التبسيط cos2 2 0!
θ θ

+ بشرط   

cos

sin
tan

2

2
2θ

θ
θ

= ونحصل على:    

أوجد مجموعة حل المعادلة:  (d)  

 sin cos
sin cos

1
1

1θ θ
θ θ
+ +
- +

=

tan 2 1
θ

= باستخدام (c) نكتب:    

tan tan2 4
θ π
= نحصل على:    

π k2 4
θ π= + أي     

k عدد صحيح. ، حيث  k2 2
π πθ = +   
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5  cos cos cos2 2 2 1 4 22 2 2θ θ θ- -= =^ h

6  ( ) ( )sin sin3 2θ θ θ= +

  sin cos cos sin2 2θ θ θ θ= +

  ( )sin cos sin sin2 1 22 2θ θ θ θ= + -

 sin sin sin sin2 1 1 22 2θ θ θ θ= - + -^ ^h h

 sin sin3 4 3θ θ= -

7  cos cos
15 2

1 30º º
=

+

 2

1 2
3

2 32
1

=
+

= +

8  , ° ºcos
cos

2 2
1

90 2 1351 1θ θ θ
=-

+

 2

1 25
7

25 2
18

5
3

#
=-

-
=- =-

 tan cos
cos

2 1
1θ

θ
θ

=-
+
-

 
1 25

7

1 25
7

18
32

3
4

=-
-

+
=- =-

sin15º      
:

º º
sin sin15 2

30
= a k

°cos
2

1 30
!=

-

°cos
2

1 30
= +

-      º15     

2

1 2
3

=
-

 2
3   ºcos30  

2
2 3

4
2 3

=
-

=
-

°cos15       7

 sin 25
24

= -    180 270° °1 1  :  

.sin 2  

:
cos   

cos sin 12 2
+ =   

cos 25
24

12
2

+
-

=a k  

cos
625
492

=

cos
25
7

=
-       

180 270° °a 1 1  2   

90 2 135° °` 1 1     2  

sin
cos

2 2
1

!=
-a k    

sin 2 2

1 25
7

5
4

=
-
-

=a
a

k
k

    2      

,cos tan2 2  :  (8)   8
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2 أوجد مجموعة حل المعادلة:

 sin cos2 2 1 0θ θ+ + =

 sin cos cos2 2 02θ θ θ+ =

 ( )cos sin cos2 0θ θ θ+ =

sin cos 0θ θ+ = cos أو  0θ =  

cos cos 2
πθ = cos فيكون  0θ = إذا   (a)  

k2
π πθ = + أي    

;sin cos sin cos0θ θ θ θ+ = =- إذا   (b)  

( )cos cos2
π π &θ θ- = -` j

• k2 2π π πθ θ- = - +

لا يوجد حلول  
• k2 2π π πθ θ- =- + +

k4
3π πθ = + k عدد صحيح   

إجابات وحلول  8

«عمل تعاوني»

 (a) sin sin cos2 2α α α=

 (b) 
tan

tan
tan

2
2

1 2α
α

α
=

-

«حاول أن تحل»

1  cos cos sin2 2 2θ θ θ-=

 sinsin1 2 2θθ= - -^ h

 sin1 2 2θ= -

2  cos sinx x2 1 2 2
= -

 1 2 13
5 2

= - a k

 169
119

=

3  sin 1 5
3

25
162

2θ = - =a k

 ,sin 5
4

0 2
π1 1θ θ=

 sin sin cos2 2θ θ θ=

  2 5
4

5
3

25
24

# #= =

4  tan
tan
tan

2
1
2

1 3

2 3
32 2θ

θ
θ

=
-

=
-

=-
^ h
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إجابة «مسألة إضافية»

cos cos sin cos sinx x x x x2
1

2
3

2
1

2
32

2 2

+ - + - -c cm m

cos cos sin sin cosx x x x x4
1

4
3

2
32 2 2

= + + -

 cos sin sin cosx x x x4
1

4
3

2
32 2

+ + +

cos cos sinx x x2
1

2
32 2 2

= + +

cos sin cos sinx x x x2
3

2
3

2
32 2 2 2

= + = +^ h

2
3

=

المرشد لحل المسائل

. , ,cos cos cmBC13
12

5
3

6= = =    ABC

,sin sin   a  1

,cos sin   b  

.ABC    2
B 6 cm

C

A

 

:

180∞                a  1

.            

sin cos 12 2+ =     

 ,sin cos sin1 1 5
3

5
4

1 13
12

13
52

2 2

= - = - = = - =a ak k

180∞      b  

 180º+ + =

 cos cos 180°` = - +^^ hh

 cos=- +^ h

 cos cos sin sin=- +   

 , ,cos5
3
13
12

5
4
13
5

65
16

0# # 1=- + =
-    `

 ( ( ))°sin sin 180= - +  :

 sin sin cos cos sin= + = +^ h

 5
4
13
12

5
3
13
5

65
63

# #= + =
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:   2

. sinA BA BC Brea 2
1

# #=  

:    BA     

.AB c=    =
sin sin

,a
A

c
C

c6
65
63

13
5

` =  

.c 63 13
5 65 6

2 38
#

# #
= =  

sinArea BC BA B2
1

# #=  

.2
1

6 2 38 5
4

# # #=  :

.Area 5 712` =  

. cm5 7 2       `

 

cos cos cosx x x3 3
2

2
32 2 2

+ + + + =` aj k     :   
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•  ,cos
sin

sin
cos

tan cot= =  :   

•  , ,sec cos csc sin cot tan
1 1 1

= = =  :  

•  , ,cos sin tan sec1 12 2 2 2++ = = cot csc1 2 2
+ =  :  

•  :     
( )

( )

sin sin

csc csc

- =-

- =-
 

( )

( )

cos cos

sec sec

- =

- =
 

( )

( )

tan tan

cot cot

- =-

- =-
 

•  :     

                 
.   

•  :   

cos sin

sin cos

2

2

- =

- =

`

`

j

j
 

tan cot

cot tan

2

2

- =

- =

`

`

j

j
 

sec csc

csc sec

2

2

- =

- =

`

`

j

j
•  :   

cos cos cos sin sin+ = -^ h

-cos cos cos sin sin= +^ h

=sin sin cos cos sin+ +^ h

- -sin sin cos cos sin=^ h

tan tan
tan tan
1 -

+
tan( )+ =

tan tan

tan tan

1 +

-
tan( ) =-

•  :   

cos cos sin2 2 2
= -  cossinsin2 2=

cos cos2 2 12
= -  

tan
tan

tan2
2

1 2=
-

cos sin2 21 2
= -

•  :   

cos
cos

, sin
cos

, tan cos
cos

2 2
1

2 2
1

2 1
1

! ! !=
+

=
-

=
+
-` ` `j j j
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.       .cos  sin    (1-3)  

(1) tan cotx x+

(2) sin cot cos tanx x x x-

(3) cos
sec

csc cos

sin
y
y

y y
y

2-

:       (4-8)  

(4) sin
cos

sin
cos

secx
x

x
x x1 1 2

+
+

-
=

(5) 
sin

cos cos
cos
cos

x
x x

x
x1 3 4

1
1 4

2

2
- -

=
-
-

(6) cos cos sinx x x x1 1 0 2# 1 1- + = ` j

(7) 
cos sin
sin cos

tan
x x
x x x

1
2

2 2
#

+ -
=

(8) sin cos
sin cos

sin cosx x
x x x x1 2 #

+
+

= +

.         (9-13)  

(9) tan 12
5

(10) sin 12
-

(11) cos cosx y x y- - +^ ^h h

(12) sin x2 4-` j

(13) sin sinx x3 3+ - -` `j j

4 3
2

+  :   (a)  (14)

:           (b)  

(1) cos 12
11a k (2) sin 12

11a k

sin cosx x 5
1

- =    sin x2    (15)

cos x 4
2 6

=
+    cos x2  :  (16)
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cos sinx x1 3= +    x   (18)

cos tan tan cosx x x x2 2 1 0-+ - =  :   (19)

cos cosx x2 2 2 12
+ =  :   (20)

,x x4 0 21 1!   ( )
sin cos

sin sin cosy x
x x

x x x
2 2

2

=
-

+  :  (21)

 y 2
1 3

=
+    tan x    

(tan x   ( )y x   : )  

tan
tan
tanx

x
x

2
1
2

2=
-

 :   (a)  (22)

tan tanx x
1

2
2

-  :  (b)  

sin cos cos cos sinx x x x x
1 2 2 2 2- + = -` j :    (23)

x0 1 1  cos x 4
5 1

=
-    cos x2    (a)  (24)

cos x4    (b)  

 x   (c)  

°sin18 4
5 1

=
-    °sin9  °sin36  °cos18    (25)

,0 4! ` j  ( )m A 2=W  AB CA=      ABC  (26)

AB  C    D BC  M  

sina b2=    sin   BM  (a)

( )m DCBW   (b)

D

B

bb

CM

A

a
2

a
2

2
 cos   CD  (c)

sin cosb2 :   ABC      (d)

( )sinb2
1

22   ABCT  :    (e)

sin sin cos2 2=^ h  :   (f)
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    .       .  f , r       (1-2)  
. ( ) ( )r x f x!    x  

(1) ( ) , ( )f x x r x x2
= =  (2) ( ) , ( )cos sinf x x r x x1 2

= - =

:       (3-5)  

(3) cot
tan

tan
cot

sec cscx
x

x
x x x1 1 1

-
+

-
= +  (4) 

tan
tan

cos cos sin
cos sin

x
x

x x x
x x

1
2

2 1
1

2 2
-

+
-

=
-
+

(5) ,
cos sin tan

tan
x x x

x x1 1 1
0 0 22 2

2

1 1+ -
+

=

tan sin cos
sin cos

x y y
y y

=
+

-  :  (6)

cos sin cosx y y2 2 2
= +^ h  :   (a)  

sin sin cosx y y2 2 2
= -^ h  :   (b)  

:      (7-10)  

(7) cos cosx 4=  (8) sin x 2
1

02
- =  (9) sin sinx x2 3 5 02

+ - =

(10)  cos cosx x4 2 2 3 6 02
- + + =^ h

,0 2 h6    sin sinx x2 2 1 02 2
+ - =  :     (11)

cos sin sinx x x 02 2
- + =  :   (12)

tan 12
11  :         (13)

cos y cos x   cos cosx y x y#+ -^ ^h h   (14)

ºtan30 3
3

=  :   (a)  (15)

(a)     (b)  

°cos sin cosx x x3
3

3

2
30- = +^ h :    

sin
sin

cos
cos

cosx
x

x
x x3 3

4 2+ =  :    (16)

sin z , sin y , sin x  , cos z , cos y , cos x  :  cos x y z+ +^ h   (a)  (17)

.(x y z= =  : )  cos x   cos x3    (b)  
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Space Geometry الوحدة العاشرة: الهندسة الفراغية (هندسة الفضاء) 

قُسمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

1 - 10: المستقيمات والمستويات في الفضاء

جزء 1: النقطة والمستقيم والمستوي في الفضاء.  

جزء 2: المسلمات (موضوعات) الفضاء.  

جزء 3: حالات تعيين المستوى من الفضاء.  

جزء 4: أوضاع المستقيمات في الفضاء.  

جزء 5: أوضاع مستقيم ومستوٍ في الفضاء.  

جزء 6: أوضاع مستويين في الفضاء.  

2 - 10: المستقيمات والمستويات المتوازية في الفضاء

جزء 1: توازي المستقيمات في الفضاء.  

جزء 2: توازي مستقيم ومستوٍ في الفضاء.  

جزء 3: توازي مستويين في الفضاء.  

3 - 10: تعامد مستقيم مع مستوٍ

جزء 1: الزاوية بين مستقيمين متخالفين.  

جزء 2: تعامد مستقيم مع مستوٍ.  

4 - 10: الزاوية الزوجية

جزء 1: الزاوية بين مستويين (الزاوية الزوجية).  

5 - 10: المستويات المتعامدة

جزء 1: المستويات المتعامدة.  
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مقدمة الوحدة

منذ القدم وحتى اليوم برزت دراسة علم الهندسة في 
المناهج المدرسية كمعاناة يواجهها المتعلمون في معظم 
المراحل. وقد تنبه التربويون لهذه الظاهرة فحاولوا إيجاد 

الطرائق والأساليب والأدوات الحسية والنماذج للمساعدة 
على تسهيل المهمة لدى المعلمين والمتعلمين.

ومن هنا كان التوجه إلى دراسة المجسمات كخطوة أولى 
حيث يشاهد المتعلم هذه النماذج في بيئته ومن حوله: 

في المنزل، في المدرسة، في المحلات التجارية، يشاهد 
الصناديق على شكل شبه مكعبات والعلب على شكل 

أسطوانات والقسم الأعلى من المآذن على شكل مخروطي 
والكرة وهي شغله الشاغل.

ومهما كانت المواقف من دراسة مادة الهندسة يبقى 
ًّا في مناهج التعليم لأن تطبيق مفاهيم  وجودها أساسي

هندسية يساعد كثيرًا المتعلم على تطوير مهاراته 
واستخدامها في مواقف حياتية متنوعة.

إن دراسة مادة الهندسة المستوية أو الهندسة الفراغية تزود 
المتعلم بمقدرة فائقة لتحسين التحليل المنطقي والتفكير 

الاستنتاجي لنمذجة مسائل مجردة.

منذ وجد الإنسان على سطح الأرض، وقف في حيرة 
متسائلاً عن أبعاد هذا الكون الفسيح وما يدور حوله من 

أحداث ومظاهر طبيعية حيث الشمس والكواكب والنجوم 
والعلاقة بينها والقوانين التي تربط حركتها فاستخدم 

الهندسة المستوية والهندسة الفراغية لدراسة النظام 
الشمسي، فاكتشف أن مسار الكواكب حول الشمس 

يشكل قطعًا ناقصًا، وصنع المناظير البعيدة المدى مستندًا 
إلى القطع المكافئ لمراقبة حركة الكواكب وتعقب 

النجوم في الفضاء الواسع. وأخيرًا لا بد من الإشارة إلى 
دور الهندسة في الإبداعات التي نشاهدها في الأبنية 

والأبراج والجسور حيث ساهمت جميعها في تسهيل 
حياة الإنسان.
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مشروع الوحدة
يوفر مشروع الوحدة فرصة أمام الطلاب للتعرف على 

كيفية صنع بعض المجسمات البسيطة والتي يتعاملون معها 
ًّا. يومي

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

(c)  4

الطول
(cm)

العرض
(cm)

الارتفاع
(cm)

الحجم
(cm3)

المساحة الكلية 
(cm2)

الحجم:
المساحة الكلية

6662162161:1

64921622818:19

431821627618:23

83921624636:41

274221634054:85

من الجدول يبدو أن النسبة 1:1 هي الاختيار الأفضل 
للحصول على أقل تكلفة ممكنة أي عندما يكون المجسم 

على شكل مكعب.

التقرير

يجب أن يتضمن التقرير وصفًا دقيقًا ومفصلاً عن خطوات 
العمل التي قمت بها والنتائج التي توصلت إليها وجدولاً 

مفصلاً يتضمن الأبعاد الثلاثة الممكنة لشبه مكعب حجمه 
216، اعرض عملك على زملائك في غرفة الصف.  cm3

ناقش معهم حساباتك، أعد النظر ببعض النتائج إذا كان 
ًّا. ذلك ضروري

سلّم التقييم
الحسابات بكاملها صحيحة - الجدول صحيح - 

النتائج دقيقة - التقرير مفصل وواضح.

4

معظم الحسابات صحيحة - أخطاء قليلة في 
الجدول - معظم النتائج دقيقة - التقرير مفصل 

مع بعض النقاط الغامضة.

3

بعض الحسابات صحيحة - أخطاء متعددة في 
الجدول - النتائج غير واقعية - التقرير بحاجة 

إلى تنظيم وإعادة صياغة.

2

معظم عناصر المشروع غير كاملة. 1
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1-10:  المستقيمات والمستويات في 
الفضاء

الأهداف  1

يتعرف المسلمات الرياضية للنقطة والمستقيم • 
والمستوي.

يتعرف حالات تعيين المستوى.• 

يتعرف أوضاع المستقيمات والمستويات في الفضاء.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

هندسة الفضاء - ثلاثية الأبعاد - مستوٍ - مسلمة - 
نقطة - مستقيم - مستقيمان متخالفان - مستقيمان 

متقاطعان - مستقيمان متوازيان.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:
ما عدد نقاط التقاطع بين مستقيمين؟  (a)

اذكر متى يكون مستقيمان متوازيين في المستوي.  (b)
كيف يكون شكل رباعي متوازي أضلاع؟  (c)

, , , ,E 2 3 4 5 6= " في المجموعة: ,  (d)
, , ,! 1 1g Y :أكمل ما يلي مستخدمًا  

 ... ; ...E E3 9

 , ,... ; ...E E3 4 1 5" ", ,

التدريس  5

يعتبر هذا الدرس مدخلاً مهمًّا ليتعرف الطالب الهندسة في 
الفراغ أو المجسمات ثلاثية الأبعاد.

من المهم تركيز انتباههم إلى أن الهندسة في الفضاء 
هي امتداد للهندسة المستوية حيث إن الركيزة الأساسية 

للهندسة الفضائية هي النقطة والمستقيم والمستوي 
يصاحبها مسلمات وبديهيات ونظريات تساعد كثيرًا 

الطالب على فهم هذا الجزء المهم من الهندسة.
ركّز انتباه الطلاب إلى أن النقطة هي عنصر من المستوي 

أي نستخدم الرمز ! لنعبرّ عن انتماء نقطة إلى مستوٍ ولكن 
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المستقيم هو جزء من المستوي أي نستخدم الرمز 1 لنعبرّ 
عن انتماء مستقيم إلى مستوٍ.

اطلب إليهم كتابة تقاطع مستقيم مع مستوٍ باستخدام 
l أي  Aπ+ = " , الرموز التي تعلموها سابقًا أي 

مجموعة من عنصر واحد.

اطلب إليهم أيضًا كتابة تقاطع مستويين باستخدام الرموز 
l هو مستقيم. lπ حيث  π+ =21 أي 

ناقش معهم مسألة تعيين المستوي ودلالاته في الواقع. 
اطلب إليهم تحريك كرسي من ثلاثة قوائم، ثم اسألهم 
عن ثباته على الأرض المسطحة. بعد ذلك اطلب إليهم 

تحريك طاولة بأربع قوائم، ثم اسألهم عن ثباتها على 
الأرض المسطحة. ناقش معهم الملاحظات التي توصلوا 

إليها. اطلب إليهم قراءة المعطيات الأربعة لتعيين مستوٍ في 
الفضاء بصوت مرتفع.

في المثال (1)

هذا المثال هو تطبيق مباشر لتعيين مستوٍ بمستقيمين 
متوازيين قاعدتا شبه المنحرف، والتركيز على أن كل 

مستقيم له نقطتان في المستوي ينتمي إلى هذا المستوي.

في المثال (2)

يتعامل الطلاب في هذا المثال مع الأشكال ثلاثية الأبعاد 
EF منقطتان   ،BD للمرة الأولى. أشر إلى أن القطعتين 
لأنهما غير مرئيتين. ركّز معهم على فكرة التقاطع بين 

مستقيمين في الفضاء من حيث تقاطعهما على نفس 
. ACD^ h مع EF المستوي وبالتالي إمكانية تقاطع 

في المثال (3)

يؤكّد هذا المثال على حقيقة يراها كل طالب أمامه: في 
غرفة الصف، أو في المنزل أو في أي مجسم يصادفه. إذا 

نظر إلى كل ركن من أركان هذه المجسمات فإنه يلاحظ 
وجود ثلاثة مستقيمات لا تقع في مستوٍ واحد ولكنهّا 

تتقاطع في نقطة واحدة.

الربط  6

اطلب إلى كل طالب أن يأخذ الكتاب الموجود أمامه وأن 
يفتح أوراقه مشرعة في الفضاء. سوف يرى أن كل ورقة 

تمثلّ مستوياً في الفضاء.
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. 1       (c)

F
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BFH, ABCD       (b)  

EF     L   (c)  
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.B 

C

A

DB

 .    ABCD  (11)

BCD   AB     (a)  

ACD   AB     (b)  

BCD   (ABC)    (c)  

:  ABCDKLMN    (12)

BD  ND     (a)  

BC  AD     (b)  
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L

B

K

A

D
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 ML  BD     (c)  

ABLK  ML     (d)  
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في استخدام المستوي فيعتقدون أن 
متوازي الأضلاع هو حدود بالنسبة إلى هذا المستوي. 
أخبرهم أن متوازي الأضلاع هو ممثل للمستوي فقط 

ولكن ليس للمستوي حدود حيث هو مساحة مسطحة 
يمتد في الاتجاهات كافة إلى اللا نهاية.

التقييم  8

اسأل الطلاب إعادة تعريف كل ما ورد في هذا الدرس 
وخاصة تلك التي تحدّد المستوي في الفضاء لتتأكد من 

أنهم سوف يفهمون أهمية استخدام المستوي وأن الفرق 
موجود بين الهندسة المستوية والهندسة الفراغية.

B

E

A

C

D
F

اختبار سريع 
1  الصورة تمثلّ علبة عصير على شكل

هرم ثلاثي القاعدة.
كم مستوياً يمكن تعيينه  (a)  

على هذا المجسم؟ اشرح.   
.(BCD) ؛(ABD) ؛(ACD) ؛(ABC) 4؛   
   ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة 

تعينّ مستوياً واحدًا فقط.
؟ اشرح. EF في أي مستوٍ يوجد   (b)  

   في المستوي ABC، لأن له نقطتين في هذا 
المستوي.

متى يكون مستقيمان متوازيين في الفضاء؟  (c)  
   إذا تواجدا في مستوٍ واحد من دون أن 

يتقاطعا أبدًا.
متى يكون مستقيمان متخالفين في الفضاء؟  (d)  

   إذا كانا غير متقاطعين ولا يمكن أن 
يحويهما مستو واحد

كيف يتقاطع مستويان في الفضاء؟  (e)  
بخط مستقيم.   

2 كيف يتعين مستوياً في الفضاء؟ اشرح.

3 نقاط ليست على استقامة واحدة (مثلث).  (a)  
مستقيمان متقاطعان.  (b)  

مستقيم ونقطة خارج المستقيم.  (c)  
مستقيمان متوازيان مختلفان.  (d)  

.             (ii)
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ABCD NBD       (e)  

.     L, B, D, N    (f)  

   ,ML ND   (g)  

.  CMN , ADK    (h)  

.    ABCD  (13)

C

M
L

B

A

D

K

N

 L N!  L ACd  AC   N AB   M  

ABC    ML  :   (a)  

K    ML , CB  :   (b)  

BCD   ML      (c)  

  B 

.     b       a   (1-5)  

.  ABCDEFGH

D C

BA

G

F

H

E

a  b  .   AB, HG   (1)

a  b  .   B, D, H, F  (2)

a  b  .   A, B, G, C  (3)

a  b  .   GC, EF   (4)

a  b  .   BC, AB  (5)

(2) 
:     

 .   a

.    b

.    c

.     d

.    ABCD  

.AD    F  AB    E 

.BD    EF

ABDEF 3 ^ h a  :  

A

B

C

D

F
E

 A DC^ h  EF  b  

.    ABCD :

.BD    EF   AD    F  AB    E 

ABDEF 3 ^ h   :  a

:

 ,E AB AB ABDa ! 3 ^ h

 E ABD` ! ^ h

 ,F AD AD ABDa ! 3 ^ h

 F ABD` ! ^ h

ABD^ h   E , F  

 EF ABD` 3 ^ h

A DC^ h  EF  :  b

:  

 ,F AD AD ACDa ! 3 ^ h

 F ACD` ! ^ h  (1)

E ACDb ^ h  (2)  
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

راجع عمل الطلاب.

«حاول أن تحل»

BD, متقاطعان  `  يعينان مستوياً واحدًا. AC  1

النقاط A, B, C, D تنتمي إلى هذا المستوي  

  `  أضلاع الرباعي ABCD تقع جميعًا في هذا المستوي.

. BD EF لا يوازي   2

ABD يقعان في المستوي ,EF BD a  

EF, يتقاطعان، ونقطة تقاطعهما تنتمي إلى  BD `  
.(BCD) وبالتالي إلى BD
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 B, C, D يحتوي على النقاط الثلاث t 3  المستقيم

t تشكل مع  ولكن هذه النقاط الموجودة على 
النقطة A مستوياً واحدًا وكل مستقيم له نقطتان 

في نفس المستوي ينتمي بكامله إلى هذا المستوي 
, تقع جميعها في نفس المستوي. , ,l m n t `

B D

A

C t

m ln    
«تدريب (1)»

BC  ،AD AB أو   ،CD  (a)

GH  ،FH FG أو   ،HG HF أو   ،HG  (b)

BF  ،DH  (c)

E, أو غيرها AD H, أو  AD  (d)

^ADB أو غيرها h أو ADC^ h أو ABCD^ h  (e)

  ,E F a  
(3)  EF     `  

:   (3) (2) (1)  
.      ACD^ h   EF  

. BCD^ h  EF    (2)   2

Positions of Two Planes in Space     
 .           

.       
.              

               
.

.        

A

.              

:        

.     a

1

2

l

  )    b
.(  

= 21

  )   c

.(   

1

2

l2 2(+ +! =1 12 2( '=1 12 2(+ z '=1 1
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.        (6-9)  

C

A

DB

 :  B, C, D  (6)

  b    a  

     d       c  

:        AC       .   ABCD  (7)

C

D'

A D

B

  b    a  

  d    c  

:      (8)

  b    a  

  d    c  

:   (9)

  b    a  

  d    c  

«تدريب (2)»

(a)  حافة الواجهة الأمامية من المنزل والحرف العمودي 
من المنزل في الجهة المقابلة.

الفواصل البيضاء الأفقية موازية لمستوى الأرض.  (b)

(c)  كل تقاطع بين جدارين في المنزل يتقاطع مع الأرض 
أو مع السقف.

(d)  فواصل الشبابيك تقع في مستوى الواجهة الأمامية 
للمنزل.
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2-10:  المستقيمات والمستويات 
المتوازية في الفضاء

الأهداف  1

يتعرف المستقيمات في الفضاء.• 

يتعرف المستويات في الفضاء.• 

يتعرف أوضاع المستقيمات والمستويات في • 
الفضاء.

يتعرف توازي مستقيم مع مستوٍ.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

تقاطع المستويات - مستويان متقاطعان - مستويان 
متوازيان - حرف - وجه.

الأدوات والوسائل  3

حاسوب - جهاز إسقاط (Data Show) - نماذج 
مجسمات.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

كيف تحدد مستوياً في الفضاء؟  (a)

ما عدد نقاط تقاطع مستقيم ومستوٍ؟  (b)

ما شرط احتواء مستو لمستقيم؟  (c)

إذا تقاطع مستويان في نقطة.  (d)
فما هو وضع المستويين؟  



107

التدريس  5

ا أن يعرض المعلم أمام الطلاب نماذج  من المفيد جدًّ
لمجسمات مثل صناديق على شكل مكعب أو شبه مكعب 

أو هرم ثلاثي القاعدة أو رباعي القاعدة ليروا بشكل 
جلي وواضح أوضاع المستقيمات في التقاطع والتوازي 

والتخالف، كما أنهم سوف يتحققون جيدًّا من توازي 
مستقيم مع مستوٍ وتقاطع مستقيم مع مستوٍ في نقطة 

واحدة وانتماء مستقيم إلى مستوٍ في حال انتماء نقطتين من 
المستقيم إلى المستوي. يمكنهم أيضًا مشاهدة مستويين 

متقاطعين والتقاطع بينهما وهو المستقيم وأيضًا

التأكد من توازي المستويين وذلك على النماذج أو في 
غرفة الصف بين الجدران أو سقف الغرفة وأرضها.

ساعد الطلاب على استكشاف نظرية (1) والتي تتحدث 
عن توازي مستقيم مع مستوٍ.

اطلب إليهم معاينة تقاطع المستويات في الغرفة، مثلاً 
السقف والأرض مع كل جدار سوف يتأكدون من توازي 

مستقيمات التقاطع.

ويمكنهم التأكد من النماذج التي أشرنا إليها مثل المكعب 
أو شبه المكعب من النظرية (2) والنظرية (3) والنتيجة 

المرفقة بهاتين النظريتين.

في المثال (1)

هذا المثال هو تطبيق لنظرية (1). ذكّر الطلاب أنه في 
الشكل الرباعي إذا توازى مستقيمان متقابلان وتطابقا فإنّ 
هذا الشكل هو متوازي أضلاع، وبالتالي ABCD متوازي 

أضلاع.

في المثال (2)

هذا المثال هو تطبيق لنظرية (2): توازي مستقيم ومستوٍ، 
وللنظرية (3): المستقيمات المتوازية.

.CD '   ,AB CD    :   

. L    AC  M    AD

. N    BC  H    BD
N

H

A

B

M

CD

L
 LM NH'  :  

:

CD '   :
MAD + = " ,    

CA L+ = " ,    
B HD + = " ,    
BC N+ = " ,    

LM NH'   :
:

 C AAD Aa + = " , ( )
ADC^ h       `  

 ,M C LAD Aa + += =" ", , ( )
 ( )ADC ML 1+` =^ h

 ( )CD 2a '  ( )
 ( )CD ACD 31 ^ h

:   (3), (2), (1)  

   LM CD'   (4) 
 BC BD Ba + = " , ( )

BCD^ h        `  
 ,B H BC NDa + += =" ", , ( )
 ( )BCD HNa + =  (5)

 CD` '  (6)

 CD BCD1 ^ h (7)

:   (5), (6), (7)  
 HN CD'  (8)  

:   (4), (8)  
 HNML '  

.   LMHN     AB '    (2)   2
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Parallel Lines and Planes in Space
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في المثال (3)

هذا المثال هو تطبيق مباشر لنتيجة (1)، فهو يساعد على 
تثبيت هذه النتيجة عند الطالب مما يساعده لاحقًا على 

حل مسائل بتطبيقها. ذكّر الطلاب أنه يكفي إثبات توازي 
المستقيم مع مستقيم يقع في المستوي لكي يصبح هذا 

المستقيم موازياً للمستوي.

في المثال (4)

يساعد هذا المثال على تركيز نظرية (4)، ويذكر الطالب 
بنظريات طاليس التي سيستخدمها في حل مسائل في 

الهندسة الفراغية.

الربط  6

يمكن لأي طالب أن يعاين كل ما ورد في هذا الدرس على 
نموذج مجسم في المنزل، مثل صندوق كرتون على شكل 

مكعب أو على شكل شبه مكعب.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في تحديد تقاطع المستويات خاصة إذا 
كانت تحتوي على مستقيمات متوازية.

اطلب إليهم إعادة رسم الشكل ثلاثي الأبعاد واستخدام 
الألوان للمساعدة على رؤية المستويات وتحديد 

المستقيمات.

التقييم  8

تابع مع الطلاب كيفية تعاملهم مع فقرات «حاول أن تحل» 
وملاحظاتهم وإجاباتهم في غرفة الصف عند طرح الأسئلة 

حول النماذج والعمل عليها. تأكد من صحة إجاباتهم.

(4) 

.           

2'1  :

AB+ =1  

CD+ =2  

:

A

B

C

D

1

2

 AB CD'  :  

2a '1   :

,AB CD1 1 21  

AB CD+` =   

(1)      AB   ,  CD    

(2)       , CDAB   

AB CD'  :   (1), (2)    `  

.   , 21   :   

C, D  2  A, B  1     F    ,l m

, , ,cm cm cm cmFB CD AC BD5 9 6 4= = = =   

FAB   

:

:

2'1

C, D  2  A, B  1   F   ,l m

, , ,cm cm cm cmFB CD AC BD5 9 6 4= = = =

1

2

A

C

l m

F

D

B

 :

.FAB   

F    ,l m a

    ,l m `

.  , 2 a1

,AB CD+ += =1 2
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52

BAId     ABCD  (6)

J  CB   I   AC     

K  CD   J   BD     

H  AD   K   AC     

.    (a)  

IH BD'  :   (b)  

:  MN     1 , 2   (7)

,AB AB 2'1 1  

,CD CD '1 2 1  

AB CD'  :   

AB         ABCD ,ABEF  (8)

  CDEF  :   

C A

M

DB

1

2

    M   1 , 2     (9)

MAB CD+ = " ,  

MB
AM

BD
AC

=  :   

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  .           (1)

a  b  .             (2)

a  b       l     l    (3)

a  b  l m'   l '  ,m '  :   (4)

         (5)

a  b  .        

اختبار سريع

1 اسأل الطلاب الإجابة عما يلي:

متى يكون مستقيم موازياً لمستوٍ؟  (a)  
   إذا لم يكن هناك أي نقطة تقاطع بينهما أو 

يقع بكامله في المستوى.

متى يكون مستويان متوازيين؟  (b)  

   إذا لم توجد نقاط مشتركة بينهما أو 
منطبقان.

π في نقطة  l مستقيم يقطع  π مستوٍ في الفضاء،    2

π ولا تنتمي  M .E نقطة في الفضاء لا تنتمي إلى 
π مع  . ارسم شكلاً يبينّ تقاطع المستوي  l إلى 

.M والنقطة l المستوي المحدد بالمستقيم 

E

M
l

D

π

π 1

 l   M مع المستقيم 
تحدد مستوياً π1 حيث 
هي نقطة مشتركة بين

π لذا يوجد   ،π1

مستقيم D يمر بالنقطة 
Dπ π+ =1 E حيث 

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
1  (a) ,AB CD DH CG' '

 (b) , , ,FG CG AD CD

 (c) EF

CDAB` '  (4 )  

CDAB '      

 FAB, FCD    `

FD
FB

FC
FA

CD
AB

= =  :   

5
5

FA
ABFA

4 6 9++
= =  :  

5 4
5

6FA
FA

+ +
=  

9 6FA FA5 += ^ h   :  

4 .FA FA cm30 7 5(= =   

5 4
5

9
AB

+
=    

9 45 5cmAB AB(= =   :  

:  FAB   

7.5 cm 5cm 5cmFA FB AB =+ + ++  

17.5 cm=   
A

G E

F

C

D
B

1

2

 .   ABCD    4

.  ,1 2   

cmFG 6=  EB
AE

3
1

=    

DC  

129



110

EF المستوي ABCD فينطبق  2  لا، لأنه إذا قطعت 

وجها شبه المكعب.

H

D

E F

O

G

C

BA

 3

AO تقع في (ABFE) وهي ليست متوازية مع    نعم. 
AO يقطع  EF, يتقاطعان وبالتالي  AO EF لذا 

.EFGH

 (BCGF) ،(AOD) نقطة مشتركة بين O بما أن  (a)  4

لذا يوجد تقاطع بين هذين المستويين وهو 
GC بنقطة  مستقيم يمر بالنقطة O ويقطع 

SO AD' ولتكن S بحيث 

D يتقاطعان عند النقطة  (b)  

«حاول أن تحل»
1  MN BC'

  (نظرية القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي ضلعين 
في مثلث توازي الضلع الثالث وطولها يساوي نصف 

طوله)

 π πMN BC` '1

2  ,πAB MH AB LN AB`' ' '

ML HN' MH وبما أن  LN'   أي 

يصبح LMHN متوازي أضلاع.  

AEGC في متوازي الأضلاع  3

 MN AC GE' '

 GE EFGHa 1 ^ h

 EFGHMN` ' ^ h

4  AC
AF

AB
AE 1

4= =

 
DC
GF 1

4` =

 
DC
6 1

4=

 cmDC 24=

53

.        (6-8)  

 :           (6)

 b   a  

 d   c  

 :  m 21  l 11  1 2'    (7)

a  l m'  b  l m=

c  ,l m   d  l m+ =

:  DB , EG  ABCDEFGH   (8)

A B

C

GH

E
F

D

  b   a  

   d   c  

.     (1)       (2)    .   (9-12)  

.   AB , BC , CG , GH , HE , EA   I, J, K, L, M, N   

A B
J

I

C

K

L GH

E

N

F

D

M

 

(1) (2) 

(9) EK ' 

(10) ML ' 

a  MNK^ h

b  NBC^ h

c  AFC^ h

  

(1) (2) 

(11) IJK '^ h  

(12) JKE '^ h  

a  MNC^ h

b  HFG^ h

c  LMN^ h   
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l       l

m

n

I
 l=  :   

   
       l  l =   

AD

B

EH

G F

C

 

(5) 

.         

 
,

( )
G

EFGH
GF GH

CG GF CG GH
CG&

k

= =
=

= " ,
3  

l

nm

q p

I

 

(2) 

           
.          

BW   ABC     

. ABCAD = ^ h

D

CB

A

 BW   DBC    

:

:

BW   ABC 

ABCAD = ^ h

:

BW   DBC   

:

 ,ABC BC ABCAD = 1^ ^h h  ( )

 BCAD =  (1)   ( )

BW   ABC  a
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10-3   
Perpendicular Line With a Plane

  
:   

 , BHAB   a

 , BGAB   b
F

AD

B

E

HG

C

  , GEBD   c

.      d

Angle Between Two Skew Lines     

.                

l
N

m

ml  .     ,l m

l      N  

N   m   ml   ml  

,l ml        ,l ml   

,l m     N= t

N       :

:     ´   ª     

a  ,CGAB  b  ,GEAB

c  ,GFAB  d  ,BE BG

e  ,BD GE

       l        l  
l =  :    

 
•      

.  
• .    

• :  
•  

Perpendicular Line  
•  

  Two Skew Lines  

:
    
     

 .    

:
N

ML

 N     NM
.  

      
.     N

,N NLM L61 !
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تعامد مستقيم مع مستوٍ  :10-3

الأهداف  1

يوجد قياس الزاوية بين مستقيمين متخالفين.• 

يتعرف تعامد مستقيم مع مستوٍ.• 

يطبق نظريات التعامد في حلّ المسائل.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

مستقيم عمودي - مستقيمان متخالفان.

الأدوات والوسائل  3

نماذج لمجسمات - علبة من كرتون - جهاز إسقاط 
.(Data Show)

التمهيد  4

استخدم علبة من كرتون أو من البلاستيك المقوى.

اطلب إلى الطلاب الإشارة إلى حروف متعامدة وبالتالي 
أزواج من المستقيمات المتعامدة.

اسألهم: هل يمكن لمستقيمين متخالفين أن يكونا 
متعامدين؟

دعهم يدعمون إجاباتهم بتبيان ذلك على علبة الكرتون.

اطلب إلى أحد الطلاب أن يأخذ مثلث قائم الزاوية من 
أدواته الهندسية ويحاول قياس الزوايا التي يصنعها حرف 

رأسي في العلبة مع قاعدة العلبة وذلك بتحريك الزاوية 
القائمة بحيث يبقى أحد ضلعيها متطابقًا مع حرف العلبة.
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:

:

AD   F  AC   G  AB   E

cm , cm , cmAD AC CD13 12 5= = =

:

EGF BCD'^ ^h h :  

:

:ACD T  

 ( ) ( )AC CD 12 5 1692 2 22 =+ + =^ ^h h  (1)

 ( )AD 13 1692 2
= =^ h    (2)

.C    ACDT    (1), (2) 

 AC CD` =

 AC CB=      ( )

 ,CD CB    

 BCDAC` = ^ h    (3 )

ABC T  

AC   G AB   E a

 EG CB` '

m BCA 90º=^ hW    

 AG EGm A EG 90º &` ==^ hW
AG GF=   

EGFAG` = ^ h

 EGFAC = ^ h (4)  :  

EGF BCD` '^ ^h h   (6)  :   (3), (4)  

B
A

E

F

C

D

 :    2

 ABEF, ABCD  

AFD BEC'^ ^h h :   

:
      
    
    
     

.

     
   

    
.  

:
     

 .

   
    

 .  
A

B C

:
   ABCT  

   H  A
:  BC   A 

AB BH BC2
#=^ h  

AC CH CB2
#=^ h  

AH BH CH2
#=^ h  

CB

A

H
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 BC AB` =    (2)

 ,AD AB     a  

(3)  ABD^ h     `  

BC ABD` = ^ h  (3), (2), (1)                                                                               

 BD ABDa 1 ^ h

 BC BD` =    ( )

.BW    BCD    `  

F

G

C

B

E

H

D

A

     1

.EW    BEH    

l

1

2

 

(6) 

.            

,l l (= = '2 21 1   

(7) 

.              

l

1 2

 ,l l(= =' 2 21 1   

:   

G

A

E
F

C

D

B

 BCD    A

.   , ,AB ADAC   E, G, F 

 AC CB=   

cmCD 5=  cmAC 12=  cmAD 13=  

. EGF BCD'^ ^h h  :  
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التدريس  5

استفد من التمهيد وخاصة قياس الزوايا في العلبة الكرتونية 
لطرح تعريف تعامد مستقيم مع مستوٍ. حاول مع الطلاب 

إعطاء أمثلة مناسبة من غرفة الصف أو من أي شكل 
مناسب في الغرفة.

يمكن مناقشة الفكرة إذا وضعنا علمًا في ملعب المدرسة 
فإن العلم يكون متعامدًا مع أرض الملعب.

شدّد على النظريات في هذا الدرس واطلب إلى الطلاب 
كتابتها مرفقين كل نظرية برسم مناسب.

في المثال (1)

أشر في هذا المثال إلى أن الشكل يمثلّ هرمًا مثلث 
القاعدة، أوجهه الأربعة مثلثات قائمة. ناقش مع الطلاب 

صحة هذه النتيجة وكيفية الحصول عليها.

في المثال (2)

يتم استخدام النظريتين (6) ,(3) في حل المسائل.

في المثال (3)

هذا المثال هو تطبيق مباشر للنظرية (7) واستخدام لنظرية 
أقليدس كما ويسمح بتركيز هذه النظرية عند الطالب مما 

يسمح له لاحقًا باستخدامها في حلّ المسائل. ويمكن 
الإشارة إلى حرف جانبي من مجسم على شكل مكعب أو 

شبه مكعب.

في المثال (4)

يتم استخدام معكوس نظرية طاليس وتعامد مستقيم ومستوٍ 
في حلّ مسائل.
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B

D

5 cm

2 cm

C

A

2

1

 , , ,AB BCA=' ! 11 1 12 2    

ABC   BD AC=  :

, cmDCcmAD 25= =  :  

BD :

:

:

, ,AB BD AC= ='1 12

,cm cmAD DC5 2= =

:

BD 

:

     , AB2a ='1 1

     AB` = 2    (7 )

2       AB `  

     BCa 1 2

     BAB C` =

B    ABC   

     B CD Aa =

     BD AD DC2
#` =^ h

  5 2 10#= =

  10 cmBD =

' 21  :    3

1    A, B  

A

CD

B

1

2

 :  2    C, D  

AD = 2   ,  BC = 2  

.  ABCD   
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  6

قد يخطئ الطلاب في تطبيق تعريف التعامد ويكتفون 
ًّا على مستقيم واحد في مستوٍ  بأن يكون مستقيم عمودي

لاستنتاج أن المستقيم عمودي على المستوي.

شدّد على ضرورة أن يكون المستقيم متعامدًا على الأقل 
مع مستقيمين متقاطعين في المستوي.

يمكن استخدام المثلث القائم من أدواتك الهندسية لتبينّ 
للطلاب كيف يكون مستقيم متعامدًا مع مستقيم في مستوٍ 

دون أن يكون متعامدًا مع المستوي.

التقييم  7

راقب الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل» 
لتتأكد من فهمهم لما ورد في هذا الدرس.

اختبار سريع

ABCD 1 هرم ثلاثي، حيث:

AB AC AD BC= = =  
CD DB= =  

B

A

C

E

D

FM  ،DC F منتصف   

،BC E منتصف   

MBF DE+ = " ,  

.(BCD) عمودي على AM أثبت أن   

  كل مثلث في الهرم الثلاثي المنتظم هو متطابق 
DC BF=  ،DC AF= الأضلاع 

(1)  DC AM= DC ومنه  BFA= ^ h فيكون  

CB DE=  ، CB AE= وأيضًا   

(2)  CB AM= CB ومنه  AED= ^ h فيكون  

النتيجتان (2) ,(1) تعطيان:  

BCAM =  ،AM DC=  

AM BCD= ^ h فيكون  

54

   

Perpendicular Line with a Plane

  A 

      (a)  (1)

.      (b)  

C

G
D

H

B

F

E

A

 .   ABCDEFGH  (2)

AE      (a)  

 AE      (b)  

CGH    AD    (c)  

.    ABCD  (3)

C

DB M

A

 AD AB=  CD CB=  

DB   M  

AMCBD = ^ h :   (a)  

D ACB =  :   (b)  

B

C

M

A

O

 (ABC)   MO   O     ABC  (4)

CB AM=  :   

AD DE= , DE 1 1, 2     AB     (5)
A

F D
E

BC

1

2

 AC   F AB   D   

' 21  :   

10-3
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55

:   BCDAB = ^ h     ABCD    (6)

AD AP3=  AC AN3=  AB AM3=  

MNP^ h   AB    

A

B

M P
N

C

D  

 ,ABC EFG^ ^h h   S , ABC EFG'^ ^h h    (7)

CSC A=   

A

B

F

S

E

C G

 , ,Scm cm cmSB C BC10 8 6= = =  :   

SC FE=  :   

D, F       CD  , EF   (8)
.  CDFE    .   CE    .   

AC  AB     DA  :      D    ABC  (9)

ABCMN = ^ h :   DB   N AB   M   

B

C

E

D

A
 A     ABC    (10)

ED CA'   ABC     AD   

ED AB=  :   

AB          ABLM ABCD (11)

LM LBC= ^ h :   

C D

L

B

M

A  

  B 

.     b       a   (1-7)  

 ABCDEFGH     (1-2)  

F G

HI

BMA

D
C

E  .EH   I AB   M 

 (1) ( )EFGHMI =    a  b

 (2) ( )BCGHMD =    a  b

l m

 

(8) 

.     

,l m l m(= = '  

(9) 

.              

,l m l m(= ='  

AB BCD= ^ h     
C

E

F

D

B

A

cm3

cm6

cm2 cm4  , , ,cm cm cm cmCE EA CF FB3 6 2 4= = = =  

EF DB=  :  

:

AB BCD= ^ h  :

, , ,cm cm cm cmCE EA CF FB3 6 2 4= = = =   

:

EF BD=   

ABC^ h      `    ,CA AB a   :

:CAB    

 EA
CE

FB
CF

6
3

2
1

4
2

2
1

= =

= =

 EF AB` '       

 
(1)

AB CBD

EF CBD`

a =

=

^

^

h

h  
 (2)DB CBD1 ^ h

 :   (1), (2)  

  EF DB=  

135

إجابات وحلول  8

«دعنا نفكر ونتناقش»

نعم، ABHE مربع.  (a)  

، BCGHBG 1 ^ h ، BCGHAB = ^ h ،نعم  (b)  
BGAB = لذا 

ABCD في المربع ، //GE CA نعم،   (c)  

BD GE= AC لذا  BD=   

BH CD=  ،GE FH=  (d)  

«حاول أن تحل»

1  ABFEHE = ^ h

 HE EB` =

EW قائم في HEB `T  
2  ;AFD BECFE FE= =^ ^h h

 //AFD BEC` ^ ^h h

3  ,BC ADπ π= =2 2

AD// ومنه ABCD هو مستوٍ وبما أن  BC `  
//AB π2 فيكون //π π1 AB و2 π1 1

DC بالمستقيم π2 وبالتالي (ABCD) يتقاطع مع   

DC// وبالتالي ABCD هو متوازي  AB   بحيث إن 
أضلاع فيه زاوية قائمة

ABCD مستطيل. `  
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4  SA
SD

BC
EF

AC
DF

= =

 = ; cm , . cm
EF DF EF DF5

3
5 6 3 3 6= = =

B^W قائم في ABC نبهّ الطلاب أنّ المثلث)  

 ;AB AC BC AB36 25 11 112 2 2
= - = - = =

 ;AB
DE DE cm5

3
5

3 11
= =

محيط المثلث DEF يساوي:  

 . . cm3 3 6 8 65
3 11

.+ +

 (a) º90

 (b) 45º

 (c) 0º

 (d) 60º

 (e) º90
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a  b  AB CD=  :        ABCD   (3)

a  b  .      (4)

a  b  l 1   l m= , m 1    (5)

a  b  l n=   n m=    l , m    (6)

a  b  .  l , n   mn =    l , m    (7)

.        (8-11)  

:  l 21  , l 1=  :   (8)

a  1 ' 2  b  =1 2  c  l+ =1 2  d  =1 2

:    (9)

M

(C)

B

D

A

l

 :  (C)    AB  ( )l AMB=    

a  AB BD=  b  ( )l BMD=

c  ( )BMDAM =  d  AB BM=

:  ( )ABCSA =  ( )m B 90º=W       (10)

BW   SAB   a  

C

S

B

A
 SABCB = ^ h b  

.   SAB   c  

CW   SCB   d  

:  AG    3cm         (11)

B

G

F

H

E

A

M

D C

 a  cm3  b  cm3 3

 c  cm9  d  cm18

:    4

 ,ABC DEF^ ^h h  

C

E

FD

S

B

A

 ABCSA = ^ h  

, , ,cm cm cm cmSD DA BC AC3 2 5 6= = = =  :   

DEF    
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57

10-4
 

The Dihedral Angle

  A 

 x      ABC  (1)
x

AD 2
3

=  ABC     AD  

x

x

C

D

MA

B

x
2

3

 BC   M  

AMD    CB    (a)  

( , , )DCB ACBBC     (b)  

( , , )DCB ACBBC      (c)  

.    ABC  (2)

C

B

A

D

 ABC     AD  

( , , )DAB DACDA      

 ABCD    FB    ABCD    (3)

F

BC

E

D A  FB BE=    BE CD=  

(FCD) (ABCD)      

ABC     M    MABC  (4)
BC   D cmMA 5=  90m MAB m MAC c= =^ ^h hW W    cm10    

BC MAD= ^ h :   (a)  

ABC^ h , MBC^ h      (b)  S

A

B C

D

M I

6 cm

 M  cm6       SABCD  (5)

CD   I ABCDSM = ^ h   

, ,ABCD SCDCD^ h      MIS^ hT  :   (a)  

SM cm3=    m MIS^ hT  :  (b)  

10-4

 
•      

.(  ) 

:  
• Angle  
•  

Dihedral Angle  
•  

Measure of an Angle  

 
The Dihedral Angle

   
:     

         a

         b

     

      c

          

.          

The Dihedral Angle  (  )   
               

 .        

        
.        

.        

AB        

A

B 12

B

2

1A

 
        AB        

1^  , AB  , 2h :

    :
.             
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الزاوية الزوجية  :10-4

الأهداف  1

يوجد الزاوية بين مستويين وقياسها (الزاوية • 
الزوجية).

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

زاوية - زاوية زوجية - قياس الزاوية.

الأدوات والوسائل  3

نماذج لمجسمات - حاسوب - جهاز إسقاط
.(Data Show)

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

(a)  إذا توازى مستقيم مع مستقيم محتوى في مستوٍ فهل 
يكون هذا المستقيم موازياً للمستوي؟

(b)  إذا توازى مستقيمان مع مستقيم ثالث فهل يكون 
هذان المستقيمان متوازيين؟

(c)  اطلب إليهم كتابة قانون الجيب وقانون جيب التمام 
في المثلث.

(d)  إذا تعامد مستقيم مع مستقيم ينتمي إلى مستوٍ فهل 
يكون هذا المستقيم متعامدًا مع المستوي؟

متى يكون المستقيم عمودياً على مستوٍ؟  (e)

التدريس  5

رأينا ان المستويات تتقاطع في الفضاء وأن التقاطع بين 
مستويين هو مستقيم، وفي هذا الدرس سوف يتعرف 

الطالب كيفية ايجاد زاوية بين مستويين واذا امكن ايجاد 
قياس لهذه الزاوية.
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في المثال (1)

ا في هذا المثال معنى هرم ثلاثي أوجهه  اشرح لهم جيدًّ
مثلثات متطابقة. أخبرهم أن بإمكانهم صنع مثل هذا الهرم 

إذا كان لديهم 6 قطع خشبية صغيرة متساوية الطول 
AB AC AD BC CD BD= = = = = فيكون لديهم: 

ACD, بحاجة إلى  BCD وأن قياس زاوية المستويين
عملية حسابية متعددة الخطوات نستخدم في النهاية قانون 

جيب التمام.

في المثالين (3) ,(2)

يستخدم الطالب معطيات المسألة لإيجاد قياس الزاوية بين 
مستويين.

أكد للطلاب على التحقق من الشروط الضرورية للزاوية 
الزوجية وكيفية إيجاد قياسها.

الربط  6

يمثل برج بيزا في إيطاليا ظاهرة مهمة إذ إنه منذ فترة طويلة 
ًّا على سطح  بدأ يميل ولم يعد كبقية الأبنية يقف عمودي
º85 الأرض بل يصنع زاوية انحناء تقدّر حتى الآن بحوالى 

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطالب في تحديد الزاوية المستوية لزاوية 
زوجية. اطلب إلى كل طالب أن يفتح الكتاب أمامه، 

أخبرهم أن فتحة الكتاب تشكل الزاوية الزوجية ولكن 
زاوية المستويين هي الناتجة عن تقاطع مستقيمين عموديين 
عند نقطة على تقاطع المستويين على أن يكون كل عمود 

في مستو.

التقييم  8

تابع بدقة عمل الطلاب في فقرات «حاول أن تحل» لتتأكد 
من فهمهم لما ورد في هذا الدرس.
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L

M  AB      O  
•  AB    OL   O  

1       
•  AB    OM   O  

2       

A

B 12

O
LM

 .      LOM   

( )m LOMX        

.             

(1) 
. , 21             

1
1

2

B

θP

A

I

F 2

1

2

B

A

C

G
F

,FP AB IP AB= =

...................    
...... , ..... AB=1 1

....... , ...... AB=1 2    

    ............. `  
, 21    

AB CBGF= ^ h

....................   

., .....BC AB=1 1

......... ,1 2  ......... AB=  

    .................   `
, 21    

:
     
AB   O   

:
The Pyramid  
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 (...   )
     
.     
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.
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3

1

2

B

M

O

C

A

4

1

2

BA

D

F

C

E

OC = 2  AB   M FC ABCD= ^ h  ABCD

...................................................................... .........................................................................

...................................................................... .........................................................................

...................................................................... .........................................................................

...................................................................... .........................................................................

cm8             

DC   M

,ADC BDC       a

DC        b

A

B

C
M

Dθ
 .      ABCD :

.DC   M  cm8 =  

,ADC BDC  :      :  a

,ADC BDC  :      :

(1)     DC

.   ADC 

  T     CD   M   a  

(2)  ADCAM 1 ^ h    AM DC `=  

(3)  BDCBM 1 ^ h    BM DC `=  

DC       MA BY   :   
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اختبار سريع

B

F

G

E

A

C

M

D

H

ABCDEFGH 1 مكعب 

4 cm طول ضلعه يساوي  

BCGF مركز المربع M النقطة  

(a) أثبت أن BEG مثلث متطابق الأضلاع.  

cmBE BG GE 4 2= = =   

لذا BEG هو مثلث متطابق الأضلاع.   

CEFGB = ^ h :أثبت أن (b)  

GB EM=  ،GB FC=   

EFCGB = ^ h لذا   

(c) أوجد قياس زاوية المستويين:  

BEG, BCGF   

EM GB=  ، GBFC =   

 BEG, BCGF وبالتالي زاوية المستويين   
EM حيث إن المثلث EFM قائم  FY هي: 

F الزاوية

 tan EMF
2 2

4
2= =^ hY

 °m EMF 54 44= l^ hY

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

(a)  بنى الأقدمون منازلهم بحسب البيئة التي تواجدوا 
فيها وأكثر ما استخدموا الحجارة والطين المكوّن 
من تراب ممزوجًا مع الحصى والتبن ولكي تتعامد 

الجدران مع الأرض المسطحة استخدموا «الشاقول» 
ًّا. وهو قطعة معدنية مربوطة بخيط طويل يتدلى عمودي

 b

DC       

.M     AMD   a

     AM DMAD2 2 2
= -^ ^ ^h h h      

     AM 8 2
82 2

2

= -^ ah k

     AM 64 16 48
2
= - =^ h

  AM cm48 4 3= =

BM AM cm4 3= =  :AMB  

.ABM       AMB    

     AM cosAB MB AM MB22 2 2 : : := + -^ ^ ^h h h

    AM
cos AM MB

MB AB
2

2 2 2

:=
+ -^ ^ ^h h h

    cos
48 48 64

96
32

3
1

2 4 3 4 3# #
=

+ -
= =

 .cos 3
1

70 5287º1 .=
- a k

    .70 31 43 61c l m  

70 31 44c l m         `

4
5

6

A B

C

GH

E
F

D        GBC        1

.    ,ABGH ABCD^ ^h h  

ABC     D   

cmDB 5=       cmAB 10=       m BAC 6=t^ h

DB ABC= ^ h

BE AC=  DE AC=

:
A

E
C

B

D

 ,BE DE  a

,BAC DAC       b
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:

:

m B CA 6=^ hW    ABC^ h   D

    , ,cm cmDB AB DB ABC5 10 == = ^ h

    ,DE AC BE AC= =

,BE DE   :  a

:  

  mBE AC BEA 2&a `= =t^ h      

    m BAC 6a =^ hW
 -   AEB `

    cmBE AB2
1

5` = =      -   

    ,DB ABC BE ABC= 1^ ^h h      

DB BE` =      

  :DBE  

.   BW    DBE 

    DE BE 2` #=           

    cm25=

,BAC ACD^ ^h h       :  b

:  

BAC  DAC     CA  

BAC   BE AC=  

DAC   DE AC=  

BEDW   BAC  DAC         `  

.   BW    DBE aT  

 m BED 4` =^ hW

4 =      `

.m B CA 45º=^ hW    DAC BAC       (2)   2
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58

C

M

S

B

A

 M       SABC  (6)
ABCSM = ^ h   

, ,SMB SMCSM^ h     

   B 

.     b       a   (1-4)  

.    (1-2)  

CD   M      ABCD  

M
C

B D

A

 :

a  b  AB    CD  (1)

a  b  AMDY   ( , , )BDC ADCDC      (2)

.    (3-4)  

AMB    AD  M    AMB 

M

C

B

D

A

 .  ABCD   C   

:���
a  b  (MAD)   BM  (3)

a  b  (AMB)   CB  (4)

MB C

D

A  .        (5-10)  

:   .    (5-7)  

BC   M

BC x=   BC      DBC ABC

.       

(b)  من المعروف أن وجه الهرم الجانبي هو مثلث وللهرم 
ارتفاع وهو العمود النازل من الرأس إلى القاعدة وفي 

المثلث يوجد ارتفاع جانبي وهو العمود النازل من 
^SIH فإذا  h الرأس إلى القاعدة المقابلة والزاوية هي
SI يمكن إيجاد قياس الزاوية   ،SH عرفت أطوال 

. SIH^ h

A

D

H

C

B

S

I

 
.(b) بالطريقة نفسها المستخدمة في الفقرة  (c)

«حاول أن تحل»
1  AB BG=

 CAB B=

GBCW هي زاوية المستويين  لذا 
 ºGBCm 45=^ hW  

A

E
C

B

D

2  ABCDB = ^ h

 DE AC=

 BE AC=

m BED^ hW المطلوب إيجاد   

AEB مثلث قائم الزاوية E ومتطابق الضلعين  

BE2 1002
=^ h ºm فيكون  A 45=^ hW لأن   

cmBE 5 2= ومنه:    

cmBE AE 5 2= = أي    

DB BE= ABCDB نحصل على  = ^ h ثم  

 tan BED BE
BD

5 2

5
2
2

= = =^ hW

 °m BED 35 16= l^ hW

AD k2=   M     ABCD

MN k3=     N  ABCD^ h   NM  

,ABCD NCD       

:

AC DB M+ = " ,  ABCD  :

, ,AD k MN k MN ABCD2 3 == = ^ h

,ABCD NDC        :
CD   E  ME   :

,ABCD NCD       CD  :

,MN ABCD CD ABCDa = 1^ ^h h  

B C

M

N

E

A Dk2

k3

 MN CD` =   (1)  
(   )    CDM  

( )   CD   E   a

ME CD` =   (2)  

:   (1), (2) 
 ,CD NEMNE MNE= 1^ ^h h

 NE CD` =

CD        MEN `W
BCD  

(   )   BD   M

( )   CD   E

  ADME 2
1

` =

 k k2
1

2#= =

(      )  M     MEN  

  tan MEN ME
MN

k
k3

3= = =^ hW

 m M NE 60º` =^ hW
60∫  ,ABCD NCD         `

,ABCD NBC        6AB k=    (3)   3
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59

:  (BAC , BC  , BCD)   (5)

a  AM DY  b  BMCY  c  AMBY  d  BAMW

:  x  AD  ( ) ºm AM D 60=Y  :   (6)

a  x
2  b  x

2
2  c  x 3  d  x

2
3

:  ( )m AM DY   :  AD x
2
3

=    (7)

a  º90  b  45º  c  º60  d  º30

.    (8-9)  

:   OAB  
C

BO

A

 ( ) ºm AOB 60=X  OB x2=  OA x=

OAB    OC

:  AB   (8)

a  x b  x 2  c  x 3  d  x
2

:  , ,AOC BOCOC^ h    (9)

a  03 º  b  45º  c  º60  d  º90

B    DBC     (10)

:  BD       (DBC)   AB    A 

D

C

B
a  DBCW  b  ABCW

c  ABDW  d  ADCX

3  N

M

F

A D

B C

2K3 K

MF AB k k2 2
6

3= = = BC فيكون  نأخذ F منتصف   

M قائم الزاوية في NMF المثلث  

 (NBC), (ABCD) هي الزاوية المستوية بين NFMW   
لذا:

 tan NFM k
k

3
3

3
3

= =^ hW

°m NFM 30=^ hW وبالتالي:     

«تدريب(1)»
1  AB

 ,FP FP ABπ1 =1

 ,IP IP AB2 =1 π

FPI `W  
2  AB

 ,CB CB AB1 =1 π

 ,GB GB AB=1 π2

GBC `W  

AB حافة الزاوية الزوجية هي   3

 ,CM CM AB=1 π2

 ,OM OM AB1 =1 π وكذلك  

CMO هي الزاوية المستوية للزاوية الزوجية بين  `Y   
,π π21

AB حافة الزاوية الزوجية هي   4

 ,CB CB AB=1 π1

 AB FBC= ^^ hh ,FB FB AB=1 π2 وكذلك  

FBC هي الزاوية المستوية للزاوية الزوجية بين  `W   
,π π21
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AB   D M       C :   
A

B

D
M

C

 5cm , 5 cmDM DC MC 0= = =    .CA CB=    ABC

:  

MC AB=  a

ACB =^ h    b

:

:

AB   D M     AB

 CA CB=    ABC

5cm , 50 cmDM DC MC= = =

MC AB=  :   :  a

:

  ABC  

AB   D   a

CD AB` =  (1)

   

  M AB   D   a  

MD AB` =  (2)

CDMAB = ^ h  :   (1), (2) 

AB MC` =    

ACB =^ h       b

CD ABa =  (1)

CM 50 502 2
= =^ ^h h     

CD DN 5 5 502 2 2 2
+ = + =^ ^h h     

CD DM` =  (2)

D    CDM `T   

CD =    :   (1), (2) 

ACBCDa 1 ^ h     

ACB` =^ h     ( )   
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10-5

 
•   

:  
•  

Perpendicular Planes  

������� 	
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 .   ABCDEFGH   

BCGF^ h  ABCD^ h   1
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C

GH

E F

D

     3

Perpendicular Planes   

1

2
A

L

BO

M

 

        
.90∫         

OB LM=  : 1  

 OA LM=  : 2   

.     OA OB `=

2

A
L

B
O

M

1

  

(10) 
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 ,OA OA (= =12 1 1 2
 

l
m

1

2
 

(3) 
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, , ,l m m l m1 (+= = =1=2 2 21 1  
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.         

l

1 2

 , , l l1 &+= = ==2 21  

 
Perpendicular Planes
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المستويات المتعامدة  :10-5

الأهداف  1

يتعرف تعامد المستويات.• 

يستخدم نظرية التعامد ونتيجتها في حل المسائل.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

مستويات متعامدة.

الأدوات والوسائل  3

نماذج مجسمات (مكعب، شبه مكعب، علبة) - جهاز 
.(Data Show) إسقاط

التمهيد  4

دع الطلاب يشاهدون في غرفة الصف أو على نماذج 
المجسمات كيف يتعامد مستويان في الفضاء. اطلب إليهم 

قياس الزاوية بينهما:
اسأل: هل يتغير قياس الزاوية إذا تغير موضع النقطة التي • 

نقيس فيها الزاوية؟

التدريس  5

هناك طريقتان لإثبات تعامد مستويين.
ًّا على مستوٍ  الطريقة الأولى هي إذا كان مستقيم عمودي

ًّا على  فكل مستوٍ يمر بذلك المستقيم يكون عمودي
ًّا على مستوٍ  المستوي. أشر إلى أنه إذا كان مستقيم عمودي

فإن عددًا كبيرًا من المستويات يكون متعامدًا مع ذلك 
المستوي ويكفي أن تمرّ هذه المستويات في المستقيم.

الطريقة الثانية هي أن يكون قياس الزاوية المستوية للزاوية 
. º90 الزوجية يساوي 

في المثال (1)

ذكّر الطلاب في هذا المثال بالخاصية: كل مستقيم يمر في 
مركز الدائرة وفي منتصف وتر يكون خط تناظر للدائرة 

وبالتالي يكون متعامدًا مع الوتر.

في المثال (2)

راجع مع الطلاب نظرية فيثاغورث وعكسها في المثلث 
القائم الزاوية. ارسم مثلثاً قائم الزاوية مع الخط العمودي النازل
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60

10-5
 

Perpendicular Planes

  A 

OA OB 1= =  OX    OAB  (1)

OC 1=  OAB    OC  

AB   M  

C

A

O

B

M
 OAB    COM    (a)  

CAB    COM    (b)  

 H AC!  AW    ABC  (2)

CA

D

l

H

B

 H   ABC    l    

D    ADC    D l!  

 (ACD)   AB    (a)  

AW   ABD    CD  AB    (b)  

(ADB)   CD    (c)  

.  BDA^ h , CDB^ h   (d)  

:a    ABCDEFGH  (3)

( ) ( )ABCD FBCG=  :   (a)  

C

A

E

H

D

G

F

M

B

 .   ACF    (b)  

BG  FC    M  (c)  

AM FC=  :    

( ) ( )BCGF ABG=  :   (d)  

( )ABG FC=  :   (e)  

.  AB  O   C    1

.     M  

L

M

B
(C)

O

A

 .     LA  

a  BM LAM= ^ h  :   

b  LBM LAM=^ ^h h  

.      , , ,A B C D

BCDAB = ^ h  

AD AB BC CD2 2 2 2
+ +=^ ^ ^ ^h h h h  

:  

 BC DC=  a

 ABD CBD=^ ^h h  b

:
:

.      , , ,A B C D

,AD AB BC CD BCDAB2 2 2 2 =+ +=^ ^ ^ ^ ^h h h h h

:

BC DC=   :   a

:

       BCDAB = ^ h    ( )

       BCDBD 1 ^ h

       AB BD` =

:  B     ABD `

      AD AB BD2 2 2
+=^ ^ ^h h h   (1)

      AD AB BC CD2 2 2 2
+ +=^ ^ ^ ^h h h h  (2) ( )  

BD BC CD2 2 2
+=^ ^ ^h h h  :   (1), (2) 

(   )  C     BDC `

      BC DC` =

A

B

C

D
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من الزاوية القائمة إلى الوتر واطلب إليهم كتابة العلاقات 
التي يمكن استنتاجها من الرسم.

الربط  6

معظم الأشكال الهندسية القائمة مثل المكعب وشبه 
المكعب تتضمن العديد من المستويات المتعامدة.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ بعض الطلاب باستنتاج تعامد مستويين من 
تعامد مستقيم مع مستقيم واحد في المستوي. راجع مع 

الطلاب شروط تعامد مستقيم ومستوٍ.

أشر إلى أنه لإثبات تعامد مستويين يكفي إيجاد مستقيم في 
أحد المستويين متعامد مع المستوي الآخر.

التقييم  8

راقب الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل» 
وتحقق من تمكنهم من النظرية والنتائج.

C

B D

H

A اختبار سريع 

ABCD هرم ثلاثي أوجهه 
مثلثات متطابقة الأضلاع.

.BCD مركز القاعدة H ليكن

أثبت تعامد المستويين
.AHC, BCD

في الهرم ثلاثي القاعدة الذي أوجهه مثلثات متطابقة 
الأضلاع كل زوج من الأحرف المتقابلة هو متعامد 

AH وبالتالي كل مستوٍ يمر  BCD= ^ h لذا تكون
.(BCD) هو عمودي على AH بالمستقيم

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
1  BC

2  CB AB=

 FB AB=

FBC^ hW الزاوية الزوجية هي   
3  ( )

πm FBC 2=W
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ABD CBD=^ ^h h    :  b

       BCDAB = ^ h     ( )

       AB ABD1 ^ h

       ABD CBD` =^ ^h h    ( )

AD

E

H

F

B

K
G

C

l

 :  ABCDEFGH    2

.F   EFGH^ h   l  

AK l=  

a  EK l=  :   

b  F KDK AE=^ ^h h    

146
62

   B 

.     b       a   (1-5)  

C

A

D

M
B

 .    (1-5)  

:  BC   M AB AC=  (ABC)   AD   

(1)  ( ) ( )ABC DAC=  a  b  

(2)  ( ) ( )DBC DAC=  a  b  

(3)  ( ) ( )AMD ABC=  a  b  

(4)  ( ) ( )AMD DBC=  a  b  

(5)  DC DB=  a  b  

.        (6-10)  

:      (6-7)  

:    ABCDEFGH

EFGH   Ol ABCD   O

E

H G

F

C

A

D
O B

O'

 :  (FGCB) (EFGH)  (6)
    d   c   b   a  

:  (ABCD) (DBFH)  (7)
    d   c   b   a  

.a    ABCDEFGH :      (8-9)  

E

H G

F

C

A

D
O

B

O'  EFGH   Ol ABCD   O

:  (DHFB) (EACG)  (8)

 b   a  

    d   c  

:  (OAB) (HGE)  (9)
    d   c   b   a  S

D

A B

C

O

 ( )ABCDSO =  O   ABCD  (10)

 a  ( ) ( )SAB SBC=  b  ( ) ( )SAC SBD=

 c  ( ) ( )SAB SCD'  d  ( ) ( )SAD ABCD=  
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H K G

C
I

FME

A B

D

     ABCDEFGH  (4)
4 cm    I   

GH   K EF   M  

EI    EC    (a)  

 .   EIF    (b)  

, ,EFH EIFEF^ h      IM KY  :   (c)  

m IM K^ hY  :  (d)  

AEH EIF=^ ^h h :   (e)  

A

D B

C

I

 :     CABD  (5)
AC   I ABDCA = ^ h  

 (ADC)  AC   I       
  (ABC)  CD     

CB     

cm5     ABCDEFGH  (6)

A B

C

E F

GH

D
I

 .   EDB    (a)  

ABCD      I  (b)  

DBG AEI=^ ^h h :    

:    (7)

B  A      M AB    (C)  

I

H K

M

A B

(C)

 .     IA  

IMB IAM=^ ^h h :   (a)  

 AK IB=  ,AH IM=     (b)  
IMB AHK=^ ^h h :    

«حاول أن تحل»

.MY قائم في ABM `T AB قطر في الدائرة   (a)  1

MB MA=  (1)   

LA متعامد مع مستوي الدائرة     

LA MB` =  (2)   

LAMBM = ^ h من (2) ,(1) نستنتج أن   

BM ^LMB يحتوي المستقيم  h  (b)  

  LAMBM = ^ h

  LBM LAM` =^ ^h h

2  (a) l l,AK AE= =

  l l( )AEK EK(` = =

 (b) l ( )FDK1

  l ( )AEK= ولكن 

  FDK AEK=^ ^h h  :لذا
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إجابة «مسائل إضافية»

أصفر أخضر

أزرق

أصفر

أزرق أخضر

أصفر

أزرق أخضر

من الأعلى من الأمام من جهة اليمين

 1

تحقق من عمل الطلاب.  2

3  

4 cm

10 cm

10
 cm
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 cm

10 cm

7 cm 10 cm

10 cm
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المرشد لحل المسائل
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.    ABCD  (5)

, ADYFG BC' !  

CE G

F

A

B

Y

X

D
  X  AC   YG  E  AB   YF  

( ) ( )ABC F GY XE+ =  :   (a)  

XE FG'  :   (b)  

.    ABC  (6)

ABC     AD  

AB   F  

DAB     CF  :   (a)  

BD    CF  :   (b)  
E

D

A

F

B

C  (ABD)   ( )ABC  :   (c)  

BD    FE   (d)  

BD    CE  :       

 , cmcm CFE E4 6= =  :   (e)  

(DBC  , DB  , )DBA      
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AE  M  ABCDEFGH  (1)

B

C

GH
FE

M

O A

D
 O  ABCD   HM  

.     A, D, O    

.    ABCD  (2)

CD   L   AB    M  M

B

C
L

A

D

 (CDM) (ABL)     L   (a)  

( ) ( )ABL CDM+ =  ....... :  (b)  

  ABCDXYHM  (3)

XY   F MX   O  

G   AO  DM  

E   AF  BY  
B

C

H
E

M
X

G

FO

A
D

Y  AG    O    (a)  

AE    F    (b)  

OF EG'  :   (c)  

XYHM   EG  :   (d)  

A    ABD  ACD  ABC    DABC  (4)

( )ABCAD =  :   (a)  

CA

D

B

 BC AD=  :   (b)  

( )ADCAB =  :   (c)  

64

D

B

G

F

H

E

A
C

 .   ABCDEFGH  (6)

GB    HG  :   

BCD    AB  BC DB=     ABCD  (7)

DB

A

C

 m C mA B A BD=^ ^h hW X  :   

( )BCDAB =     BCD     ABCD  (8)

CD   M  

DB

A

M
C

 ( )DC ABM=  :   (a)  

DC AM=  :   (b)  

BC    P  SD   N SC   M BCD    SBCD  (9)

M N

B

CP

S

D

 BCD   MN    (a)  

L   BD   (PMN)  (b)  
//PL CD  :   

BC   I .  ABCDEFGH (10)

B

G

F

H

E

A

M

CD

IJ

 EH   M AD   J
 ( )AD IJM=    (a)  
 ( )AD AEB=    (b)  

 ( )ABE  ( )IJM    (c)  
( )IJ ADHE=  :   (d)  

2^ h  1^ h    A d    2^ h  1^ h (11)
 AJ 2= ^ h    AI 1= ^ h  

d

J

I

A

1

2  AIJ 1=^ ^h h   (a)  
AIJ 2=^ ^h h  

d AIJ= ^ h   (b)  
d IJ= :   (c)  
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AB   M  ABCDEFGH  (1)D

B

G

F

H
E

A
M

C

    M  AB   (a)  

   GH  , AB   (b)  

M         (c)  

AD   N  AB   M  .    ABCD  (2)

:  

NM  ....... BD  (a)  

DB

A

C

NM

 ( ) ( )ABD CNM+ =  .......  (b)  

( ) ( )CNB ABD+ =  .......  (c)  

.   ABCDEFGH  (3)

D

B

G

C

F

H

E

A

 GH AB'  :   (a)  

.   BDHF :   (b)  

 ABCD   HF  :   (c)  

.   ABCDEFGH  (4)

ABCD   O  

EFGH   I  
D

O
B

GH

E

C

FI
A

 EGDB    E G D :    (a)  

( ) ( )BEGD AHFC+ = .......  :  (b)  

AH CF OI' '  :   (c)  

CB   M AB   L    ABCD  (5)

AD   K CD   N  

DB

KL

A

NM
C

 NK AC LM' '  :   (a)  

.    KLMN :   (b)  

KM    NL  :   (c)  



Discrete Algebra الوحدة الحادية عشرة: الجبر المتقطع 

قُسمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

1 - 11: مبدأ العد والتباديل والتوافيق

جزء 1: مبدأ العد.  

جزء 2: التباديل  

جزء 3: التوافيق.  

2 - 11: نظرية ذات الحدين

جزء 1: مفكوك ذات الحدين.  

جزء 2: مثلث باسكال.  

جزء 3: نظرية ذات الحدين.  

جزء 4: خواص نظرية ذات الحدين.  

3 - 11: الاحتمال

جزء 1: التجربة العشوائية وفضاء العينة.  

جزء 2: أنواع الأحداث.  

جزء 3: خواص الاحتمال.  

جزء 4: احتمال ذات الحدين.  
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Discrete Algebra

150

ا في مجال الرياضيات  يعتبر الجبر المتقطع فرعًا مهمًّا جدًّ
المتقطعة. يتضمن الجبر المتقطع:

الجبر البولياني (Boolean Algebra) المستخدم في • 
توزيع الدارة الكهربائية والبرمجة.

الجبر المرتبط المستخدم في قواعد البيانات.• 

 • ،(Groups) الجبر المنتهي والذي يتناول دراسة الزمر
.(Fields) والحقول (Rings) الحلقات

نظرية المجموعات (Sets Theory) التي تهتم بتجميع • 
العناصر المنتهية مثل {أحمر، أخضر، أصفر} أو غير 

المنتهية مثل الأعداد الكلية.

التباديل والتوافيق تستخدم في عملية العد وهي طرائق • 
ترتكز على اختيار عدد من العناصر وإذا أخُذ بالاعتبار 
ترتيب موقع كل عنصر في هذا الاختيارتسمى بعملية 
(التباديل) ومن جهة ثانية إذا لم يأخذ بالاعتبار ترتيب 

موقع العنصر في هذا الاختيار تسمى العملية (التوافيق).

الاحتمال وهو يستخدم لدراسة أحداث معينة تظهر • 
في فضاء عينة محددة، مثل احتمال الحصول على عدد 

أصغر من 3 عند إلقاء حجر النرد.

ولكن من أين بدأت فكرة الجبر المتقطع؟

في سنة 1852 م طرح فرنسيس غوثري المسألة التالية 
وقد عرفت في ما بعد بـ «مسألة الألوان الأربعة»: هل من 

الممكن تلوين أي خريطة جغرافية للدول باستخدام أربعة 
ألوان فقط بشرط أساسي وهو ألا نلوّن دولتين متجاورتين 

بالألوان نفسها؟

لقد اهتم الرياضيون كثيرًا بهذه المسألة واستمروا في 
محاولة حلها بعمل جماعي وجهد متواصل لمدة

124 سنة، حيث توصلوا إلى برهان أثار كثيرًا من 
النقاشات لأنه ألحق أضرارًا بمفهوم البرهان الرياضي 

كونهم استخدموا الحاسوب ليجدوا الحل في سنة 
1976 م. وهنا لا بد من الإشارة إلى أن عالمي 

الرياضيات آبل وهاكن توصلا إلى الحل باستخدام 
عمليات حسابية معقدة، حيث إن الخطوة الأخيرة في 
البرهان تطلبت ثلاثة من الحواسيب السريعة ولمدة

200 1 ساعة.

مقدمة الوحدة
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مشروع الوحدة

يتناول مشروع الوحدة آلة بسيطة يمكن استخدامها 
لإيجاد احتمال لحدث معين. والمطلوب في هذا 

المشروع استخدام طرائق متعددة لإيجاد الاحتمال منها 
طريقة العد وطريقة مخطط الشجرة البيانية.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

تتنوّع بحسب مسار الكرة على اللوحة.

(تحقق من إجابات الطلاب).

التقرير

يجب أن يتضمن التقرير شرحًا مفصلاً لكل الخطوات 
المتبعة والطرائق المستخدمة لإيجاد النواتج الممكنة 

ونواتج الحدث الملائم. كما يجب أن يتضمن التمثيل 
البياني بالأعمدة.

اعرض تقريرك أمام زملائك في الصف. ناقش معهم 
ا إلى  النواتج كافة التي حصلت عليها. استمع جيدًّ

ملاحظاتهم.

أعد النظر في بعض الحسابات والنتائج إذا كان ذلك 
ًّا. سلّم التقييمضروري

جميع الطرائق دقيقة وهادفة - الحسابات 
صحيحة - التمثيل البياني واضح ودقيق - 
التقرير مفصل وواضح ويعبر عن جهد كبير.

4

معظم الطرائق دقيقة - أخطاء طفيفة في 
الحسابات - التمثيل البياني واضح - التقرير 

مفصل ولكن ينقصه بعض الوضوح.

3

بعض الطرائق دقيق - أخطاء كثيرة في 
الحسابات - التمثيل البياني غير واضح - 

التقرير مبهم وبحاجة إلى تنظيم ووضوح.

2

معظم عناصر المشروع ناقصة وبحاجة إلى 
إعادة.

1
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r r r3# #21  5 5 5 125# #= =  ( )  

    a  b

 r =1  5,  2r =  4, r =3  3  

r r r3# #21  5 4 3 60# #= =  ( )  

 r =1  2      :1  5               a  c

  2r =  4          4   

r =3  3          3   
 2 4 3 24# # =  ( )  :        

:  (1)   1

.      a  
.      b  

.        c  

, , , , ,B 0 3 4 5 7 9= " , :
B         

.     a   :
.   5       b  

.   4 000 7 000       c  
:
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         6   a

       6  
       6  

(    )        5  

.   6 6 6 5 1080# # # =      
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.    n      24   

         1

           2

.            n   3

             n   4
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Counting Principle   
     3   .   3     

.           4

DB CA

  

       
3 4 1 12# # =   :   

Counting Principle   
:         

  r1    
  r2    
  r

3
   

  rn   n   .....
r r1 n# 2 3 ... r# ##r  :       

, , , ,A 1 2 4 5 6= " , :
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:
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•     
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:  
•  

Counting Principle  
• Permutations  
• Factorial  
•  

Law of Permutations  
• Combinations  

   
Counting Principle, Permutations and Combinations

11-1

152

مبدأ العد والتباديل والتوافيق  :11-1

الأهداف  1

يستخدم مبدأ العد في حل مسائل.• 

يستخدم التباديل والتوافيق لعد الطرائق الممكنة • 
والطرائق الملائمة لحدث معين.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

مبدأ العد - التباديل - التوافيق - قانون التباديل - قانون 
التوافيق - المضروب.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط
.(Data Show)

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

استخدم الآلة الحاسبة لتوجد ما يلي:

(a) ! , ! , !
!

7 9 8
12

،X Y# أوجد الأزواج المرتبة بين عناصر   (b)

, ,X a b c= " ,, ,Y 1 2= " حيث ,  

، , , ,a b c dH = " نأخذ المجموعة: ,  (c)

  اكتب كل المجموعات الجزئية من H المؤلفة من 
عنصرين.

، , ,X 1 2 3= " نأخذ المجموعة: ,  (d)

.X اكتب كل الأزواج المرتبة من  

التدريس  5

يعتبر هذا الدرس مدخلاً مهمًّا للطلاب بحيث إنه يوفر لهم 
فرصة لاختبار قدراتهم في فهم عملية العد ضمن مجموعة 
من عناصر عددها محدود وذلك بشروط واضحة تعبرّ عن 

حدث معينّ.
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67

11-1

   

Counting Principle, Permutations and Combinations

  A 

:  . A         . A = {2, 3, 4, 6, 7, 9}  (1)

.     (a)  

.       (b)  

.        (c)  

:  . B         . B = {2, 4, 5, 7, 8}  (2)

.       (a)  

.   5         (b)  

.   5000       (c)  

 

A

B

             A            (3)
       B

.             :  (4)

        (a)  

          (b)  

:       (5)

(a) P8 1 (b) P3 2  (c) P8 3 (d) P9 6

       .         15  (6)

.  3      4         (7)

       

:    (8)

(a) , nP P5 4# $=n n4 3  (b) P P12 2#=5 5r r-  (c) P
nP
12

2

4
=

2

n n

n n

-

-

 8            (9)

في المثال (1)

اطلب إلى الطلاب وضع لوائح منظمة للإجابة منعًا للسهو 
والخطأ. أشر إلى أن العدد الفردي من المجموعة ينتهي

بـ 1 أو 5.

في المثال (2)

ذكّر الطلاب بأن العدد ذو أربع منازل لا يمكن أن يتضمن 
الصفر في منزلة الآلاف. ذكّرهم أيضًا بقابلية القسمة على 5.

في المثال (3)

ا عندما يكون عدد  تعتبر عملية تنظيم القوائم مهمة جدًّ
العناصر في مجموعة منتهية صغيرًا. تساعد القائمة المنظمة 

على فهم مبدأ العد ضمن الشروط التي ذكرناها. يمكن 
للمعلم عرض أمثلة بديلة تساعد الطلاب على تنظيم قوائم 

بشكل سريع.

في المثال (4)

يجب ترتيب اليخوت الثلاثة الأولى، وبالتالي يعتبر هذا 
المثال تطبيقًا مباشرًا لمفهوم التراتيب.

ساعدهم على استخدام الآلة الحاسبة نظرًا لأهمية الوقت.

في المثال (5)

يساعد قانون التباديل على حل بعض المعادلات.

ركّز مع الطلاب أن n , r في القانون هما عددان 
.n r$ صحيحان موجبان (غير الصفر) حيث 

.r 6#  (b) وفي n 5$ ففي (a) أشر إلى أن  

اطلب إليهم إيجاد الحل بالتبسيط أولاً بين البسط والمقام.

في المثال (6)

وضّح للطلاب أن اختيار 4 كتب للمطالعة من بين 15 
كتاباً لا يستند إلى قانون الترتيب، كما أن كل كتاب 

يختلف عن الآخر، وبالتالي فإن هذا الاختيار هو توافيق 
أي 4 كتب من بين 15 كتاباً.
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قدّم لهم أمثلة بديلة توضّح بها عملية ترتيب n عنصر في 
مجموعة من n عنصر في هذه المجموعة حيث هي حالة 

خاصة من التباديل. لإيضاح فكرة التوافيق

,a b" مثل: ترتيب عناصر المجموعة: ,

,a b^ h , ,b a^ h :اثنين اثنين يكون

, ثلاثة ثلاثة يكون: ,a b c" وترتيب عناصر المجموعة: ,

, ,a b c" ,, , ,a c b" ,, , ,bc a" ,, , ,c a b" ,, , ,b c a" ,, 

, , cb a" ,

وعددها 6 تراتيب.

في المثال (7)

أهمية هذا المثال أنه وللمرة الأولى يعطى الطالب مثالاً 
حيث يتم اختيار 3 أو أقل وهذا يعني اختيار 3 أو 2 أو 1 

أو الصفر، ثم يجمع النواتج.

في المثال (8)

هذا المثال تعميم لعملية الاختيار وعلى الطالب أخذ عدة 
اختيارات، ثم تحضيره للاحتمالات المشروطة لاحقًا.

في المثال (9)

هذا المثال تعبير عن التوافيق أي أن ترتيب العناصر ليس 
مهمًّا في كل جزء نأخذه من مجموعة معينة.

في المثال (10)

يتم في هذا المثال استخدام قاعدة التوافيق لحل معادلات 
ًّا. شجع  تتضمن متغيرًا على أن تكون الإجابة عددًا كلي

الطلاب على توسيع مضروب العدد بما يتناسب مع تبسيط 
الكسر وإيجاد الإجابة المقبولة.
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!
!

! ( )C n
n

r rn r = -

,,n nr rZd $+   :  

0 , ,nC C C1 1n n n= = =1n
 :

157

68

:       (10)
(a) C6 2  (b) C C#7 3 9 5  (c) C4 4 (d) C C3+6 62

 300      4        (11)

:    4        (12)

{9 8 7 6 5 4 3 2 1 0}  

    11      .        16  (13)
      

     .      3        (14)
25     

 .    8     :  (15)

   3           (a)  

   5           (b)  

.(b) (a)        (c)  

     .  22 ´B ª   24 ´A ª     (16)
          .      7

A      

:    (17)

(a) ( )n nC C 3 1+ = -n n3 2  (b) C C=n n n-4 2  (c) 
2
1C C5= 2n2 4n

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  3 628 800  10!   (1)

a  b  360  ! !5 4#    (2)

a  b  4!     4   4    (3)

a  b  15  C3 5 4#    (4)

a  b  ! ! !n r n r- = -^ h  (5)

الربط  6

من الملاحظ أن معظم الأمثلة في هذا الدرس هي ربط بين 
مفاهيم هذا الدرس ومهاراته وبين مواقف حياتية يمكن 

مصادفتها.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في تحديد الفرق بين التباديل والتوافيق. 
ساعدهم في التركيز على فهم معطيات المسألة ليتعرفوا 

نوعية السؤال يحتاج إلى ترتيب أم لا.

التقييم  8

ا متابعة الطلاب بدقة وهم يتعاملون مع  من المهم جدًّ
فقرات «حاول أن تحل» للتأكد من أنهم يميزّون بين 

التباديل والتوافيق ويستخدمون القانون المناسب.

اختبار سريع

1  في الصف 15 طاولة، تتسع كل طاولة لطالبين. 

بكم طريقة مختلفة يمكن توزيع 30 طالباً على 
هذه الطاولات؟

  كل طاولة تتسع لطالبين يمكن لهذين الطالبين 
الجلوس على الطاولة بطريقتين مختلفتين إذًا فهي 

عملية ترتيب اثنين اثنين ويكون عدد الطرائق:

 !
!
!

P
2 !30

30
28
30

30 2 =
-

=
^ h

 30 29#=

 870=

870 ترتيب زوج مختلف من الطلاب يمكن   
توزيعهم على 15 طاولة.

ًّا، لكل طالب كرسيّ واحد.  2  في الصف 12 كرسي

بكم طريقة مختلفة يمكن توزيع 12 طالباً 
ًّا. للجلوس على 12 كرسي

!P 1212 12 = إنها عملية تباديل خاصة   

أي يوجد 600 001 479 طريقة مختلفة.  
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   5       (7)   7

 .  24      28    
            5    

    .      

:

:  

               

C C28 241 4#  :      4            

C C28 242 3#  :       

C C28 243 2#  :      3 

C C128 244 #  :      4 

C C028 245 #  :      5 

2C C C C C C C C C C1 4 3 3 4 128 24 28 24 28 24 28 24 28 24 0# # # # #+ + + +2 5    :  
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3  كم عددًا يوجد أكبر من 100 وأصغر من 000 1 

مكوّن كل منها من أرقام مختلفة؟

  الأعداد أكبر من 100 وأصغر من 000 1 
جميعها مكونة من ثلاثة أرقام وهذه الأرقام 

مأخوذة من بين 10 أرقام هي:

  {9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1 ,0} وبما أنها 
مكوّنة من أرقام مختلفة لذا فهي تباديل ثلاثة 

ثلاثة من بين 10 ولكن عندما يكون الصفر في 
منزلة المئات فلن يكون لدينا عدد من ثلاثة 

أرقام بل سيصبح من رقمين مثل 032 وبالتالي 
عدد الأعداد هو:

 !
!

!
!

P P 7
10

6
9

216910 - = - =3 3

4  في كيس 5 أقراص حمراء اللون و4 أقراص زرقاء 

ًّا اللون. سحبت من الكيس عشوائي
3 أقراص. بكم طريقة يمكن الحصول على اثنين 

من اللون الأحمر وواحد من اللون الأزرق أو 
اثنين من اللون الأزرق وواحد من اللون الأحمر؟

 C C C C 705 2 4 5 1 4 21# #+ =

70 طريقة ممكنة.  
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69

.        (6-15)  
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01    (6)

a  21
10  b  120
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:  C P10 6 6 4#    (7)
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a  210 b  35 c  840 d  24
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a  20 160 b  2 520 c  40 320 d  5 040

     .  3    3     6   (12)
 3       

a  1 b  19 c  9 d  6
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

الترتيب ليس مهمًّا. مثلاً إذا أردنا تعيين رئيس ونائب   1
رئيس للوفد.

لا يمكن اختيار الطالب نفسه مرتين.  2

C1224 توفيقة.  ،12  3

4  12, 13

«حاول أن تحل»

1  (a) 55 2 50## =

 (b) 5 5 3 75# # =

 (c) 4 3 3 36# # =

2  (a) 4 3 3005 5# # # =

 (b) 6 1 05 6 1 8# # # =

 (c) 3 1 05 4 2 2# # # =

3  ABCEF  ADECF

 A BCFD  ABDEF

4  P 720310 =

5  (a) 
!

!
!

!
n
n

n
n

7
12

5
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-^ ^h h
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8 1
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  ;r r8 1 4 5=- + =  r 8#^ h
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6  (a) ! !
!

C 8 7
15

643515 = =7 (طريقة) 

 (b) 
! !
!C

8 7
15 6 43515 8 = =

 (c) C C15 15 8=7

7  C C C C C C10 5 10 4 10 3 10 2 10 1 10 0+ + + + +

 252 210 120 45 10 1= + + + + +

 638=

8  C C C C24 28 3 24 3 28 2# #+2

 4C C C C24 28 1 24 5 28 0# #+ +

 02 09280=

9  (a) C 3182418 11 =

 (b) C 194481 17 0 =

 (c) C 123761 117 =

طريقة ثانية:  

 12376C C18 17 10- =11
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70

11-2

  

The Binomial Theorem

  A 

:        (1)

(a) a b 3
+^ h  (b) a b 4

+^ h  (c) x y 6
+^ h

:         (2)

(a) x y 4
+^ h  (b) x y

4
-^ h  (c) x 2

5
-^ h

:     (3)

(a) x y3 5
-^ h  (b) x y2 4

+^ h  (c) x y3 5 3
+^ h

:            (4-8)  

( 3)x 12
+     (4)

( )x 3 9
+     (5)

( )x2 11
+      (6)

( 2 )x y 15
-     (7)

( 2 )x y2 11
-     (8)

.    .      C 2
7 5

4x y  :     :   (9)

( )7x y3 5
-    2 3x y       (10)

a b3 3      ( )ab35 7
-    (11)

 
• .   
•      

.
• .    

:  
•   

Binomial Expanding  
•  

Pascal's Triangle  
•   

The Binomial Theorem

 
Blaise PASCAL

(1623-1662)

:
  :  
   
     

.1642 

  

.       

, , ,x x x x1 1 1 10 1 2 3
+ + + +^ ^ ^ ^h h h h  :     a

 1x 12
+^ h      b

, , ,x x x x1 1 1 10 1 2 3
+ + + +^ ^ ^ ^h h h h  :       c

  

Binomial Expanding    
   n 0=  1 2  ... 5  x y n

+^ h       
:      n 1+^ h       

1( )yx 0
+ =

y x yx1 11 0 0 1+( )x y 1+ =

yy xx x y1 2 12 0 1 0 21+ +( )x y 2+ =

y x x y xx y y1 3 3 13 0 1 1 2 0 32+ + +( )x y 3+ =

y x y x y x y x yx1 4 6 4 14 0 1 2 2 1 3 0 43+ + + +( )x y 4+ =

y y y y yx y x x x x x1 5 10 10 5 15 0 1 3 2 2 3 1 4 0 54+ + + + +( )x y 5+ =

1, 2, 1 :     

1, 3, 3, 1 :     

.            

.             

Pascal's Triangle   

1( ) rowx y 10
+

11( ) rowyx 21
+

121( ) rowyx 32
+

1331( ) rowx y 43
+

14641( ) rowx y 54
+

15101051( ) rowx y 65
+

  
The Binomial Theorem

11-2

162

نظرية ذات الحدين  :11-2

الأهداف  1

يستخدم مثلث باسكال.• 

يوجد معامل مفكوك ذات الحدين.• 

يطبقّ نظرية ذات الحدين.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

مثلث باسكال - مفكوك ذات الحدين - نظرية ذات 
الحدين.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط
.(Data Show)

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

أوجد مفكوك ما يلي:  (1)

(a) x y3 3 2
+^ h

(b) x y3 2
-^ h

(c) x 3 3
-^ h

(d) x2 3
-^ h

أوجد ناتج ما يلي:  (2)

(a) P7 3

(b) C8 5

(c) 7!

(3)  في كيس 4 أقراص صفراء اللون و3 أقراص حمراء 
ًّا من الكيس 3 أقراص. بكم  اللون. سحب عشوائي

طريقة يمكن الحصول على قرص أصفر اللون 
وقرصين أحمري اللون؟
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التدريس  5

يساعد مثلث باسكال على إيجاد مفكوك ذات الحدين 
ا أن  مرفوعًا على الأس الذي نريده لذا من المفيد جدًّ

يتمرن الطلاب على صنع هذا المثلث. 

ساعدهم على إيجاد العلاقة النمطية بين الأعداد في 
الصفوف المتتابعة مثل:

4 هي الأس لذات الحدين

+

1 14 46

+ + +

 

وهو الصف الرابع في مثلث باسكال. فيكون الصف 
الخامس كما يلي:

1 
4+1 =

5
4+1 =

5
4+6 =

10
4+6 =

10

العدد الأول دائمًا 1 والعدد الأخير 1

 1

لاحظ أنها مشابهة إلى حد ما لطريقة متتالية فيبوناتشي.

في المثال (1)

اطلب إلى الطلاب إيجاد الصف السادس في مثلث 
باسكال وذلك باستخدام الطريقة أعلاه على الشكل التالي:

+

1 15 510 10

+ + + +

 

الصف السادس:
1 6 15 20 15 6 1

6 هو الأس لذات الحدين

وبعد ذلك أخبرهم أن مفكوك ذات الحدين مرفوع إلى 
أي أس يكون كما يلي:

مثلاً:

 a b a a b a b a b1 6 15 206 6 5 4 2 3 31
+ = + + +^ h

 a b a b b15 62 4 1 5 6
+ + +

ركّز أفكار الطلاب على الأس الذي يبدأ مع a، ثم كيف 
يتناقص لمصلحة أس b بشرط أن يبقى مجموع الأسين 
 a b 6

+^ h على a , b هو 6 دائمًا، ولكي نكمل مفكوك 
نضع على الترتيب معامل كل حد من الصف السادس في 

مثلث باسكال.

:
    
     
  . .  300  -  200
    
 Halayudha  
   
     
    
   
 Blaise Pascal 

     

   
    
    
   
   
   

.

:
    
      

 ( )x y 6+  
.  6

:     
•  .1   
•  .            

 )            
.  1   1       (      

14641

510105

14641

510105
+ + + +

1 111

( )x y 6+  :     

:

............ =    

............  :     

:         

15101051
+++++

156

  
 

  
 

1 1

.      

...  6  x   

 0  y   

( )x y x y x y x y x y x y x y x y1 6 15 20 15 6 16 6 5 1 20 4 3 2 5+ = + + + + + +
4 4 4 4 4

The Binomial Theorem    
  .(x + y)n          
.               

.            

      1, 3 , 3, 1   
3
C

0
 , 

3
C

1
 , 

3
C

2
 , 

3
C

3
 :  

.    

   1, 4, 6, 4, 1   
4
C

0
 , 

4
C

1
 , 

4
C

2 
, 

4
C

3
 , 

4
C

4
   

.       
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في المثال (2)

لا يختلف هذا المثال عن الشكل العام لذات 
 a حيث إننا نستخدم بدلاً من a b n

+^ h الحدين 
y3 ثم نستخدم  2

- x2 وبدلاً من b العدد  العدد 
.T C X Ynr r

r r
1

n -= -
+ ^ ^h h

في المثال (3)

r، لأن  4= أشر إلى أن رتبة الحد هي 5 على الرغم من أن 
( ) ( )C x y2 37

0
0

7 x يبدأ بـ  y2 3 7
+^ h مفكوك 

C07 يجب الانتباه إلى الحد الذي معامله 

الربط  6

استفاد العلماء سابقًا من العلاقة بين مفكوك ذات الحدين 
Cn التي كانت تشكل عبئًا  r ومثلث باسكال لإيجاد قيم 

نظرًا لعدم وجود آلات حاسبة.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

ًّا  قد يخطئ الطلاب في كتابة مفكوك ذات الحدين تنازلي
ًّا مع الحد الثاني. ساعدهم على  مع الحد الأول وتصاعدي

فهم هذا المفكوك بحيث يكون ناتج جمع الأسين يساوي 
أس ذات الحدين.

التقييم  8

راقب عمل الطلاب وهم يتعاملون مع فقرات
«حاول أن تحل» لتتأكد من حسن أدائهم في استخدام 

مثلث باسكال أو قيم التوافيق لإيجاد مفكوك ذات 
الحدين.

71

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  c c c c c5 10 10 5 15 4 3 2
+ + + + +  :  ( )c 1 5

+   (1)

a  b  5  n   ( )c d n
+     c126 4 5d     (2)

a  b  7  n   7  ( )r x n
+         (3)

a  b  54 8x   ( )x 3 9
+     (4)

a  b  .    x y 7
-^ h       (5)

:        (6-11)  

:  a b 3
-^ h   (6)

a  a a b ab b3 2 32
+ + +  b  a a b ab b3 32 23 3

+ + +

c  a a b ab b2 23 3
- + -  d  a a b ab b3 33 32 2

- + -

:  a b 7
-^ h      (7)

a  a b21 5 2
-  b  a b7 6

-

c  a b7 6  d  a b21 5 2

:  2 160    a b2 3 6
-^ h    (8)

a    b   

c    d   

:  c b3 4 5
-^ h       (9)

a  5 170 b  3 312

c  4 320 d  2 316

:  y126 45x  :    ( )x y 9
+    (10)

 d   c   b   a

:  y53x     y23 8
+x^ h    (11)

a  T3 b  T4 c  T5  d  T8

.        
5
C

5
  

5
C

0
   

, , , , , ... ,r n0 1 2 3 4=   
n
C

r
   x y n

+^ h    x, y     

  
n    

( )x y C x C x y C x y C x y C xy C y1
0
n n n 2

1
1

1 2
2 n r nn

n n n nn n n n
n

r
rff ff+ = + + + + + + +

- - -
-

-

Properties of the Binomial Theorem     

n, , , ..., ,,T T T T Tr nf21 1 1+ +  :     n 1+   x y n+^ h   1

.        x    xn       2

           y        y    3

. yn   

.n           y  x   4

Ö  nT     T2    Tn 1+     T1    5

Tr 1+  :    r 1+      6

 T C x y1
n

r r
r r

n # #=
-

+

:       
a  x y 5+^ h  b  3x 6-^ h  c  x y32 4+^ h

:

:    
a  ( )x y C x C x y C x y C x y C xy C y5 510 2

2
3

35 5
5

4
5

3
5

2
4

4
5 5

5
+ = + + + + +

 5 10 10 5x x y x y x y xy y23 25 4 3 4 5
= + + + + +
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b  ( 3) ( 3) ( 3) ( 3) ( 3) ( 3)3( )x C x C x C x C x C x C x C6
6 6

5
6

4
6

3
6 4

4
6 5

5
6 6

6
1

2
0 2

2
3

36
- - - - - -- = + + + + + +

 ( ( 3) (15 ( 3) (20 ( 3) (15)( 3) (6)( 3) ( 3)) ) )x x x x x x66 5 2 4 3 3 4 5 62
- - - - - -= + + + + + +

 18 135 540 1215 145 729x x x x x x86 5 4 3 2
- - -= + + +

c  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (3 )( ) x x y x y x yx y C C C C C y3 3 33 4
4

4
4

3
4

2 2
4

1 3
4 4

42
10

2 2
2

2
3

2
+ = + + + +

 12 54 10x x y x y x y y8 8132 28 6 4 4
= + + + +

:        1

a  a b 4-^ h  b  d 2 7+^ h  c  2 yx 2 5
-^ h

.    x y2 3 2
10

-^ h  :  

:

 )(x y2 3 2
10

-+^ h    x y2 3 2
10

-^ h  

r . .T C x yn r r
n= -

1r+  :   

T T6 1= +7

7 2 3T C x y4 2 6
# -=10 6 ^ ^h h  

(210)( )( 3) ( ) ( )yx24 6 4 2 6-=

2 449 440 x y4 12=

T12     x y3
152

-^ h   :   2

 x y2 3 7
+^ h    x y3 4      

:

. . yxCT 1r
r r=
-

n r
n

+  :  r 1+    

n 7=     x y2 3 7
+^ h        

r 4 `=      4    y    
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اختبار سريع

x3 باستخدام مثلث باسكال. 4
-^ h 1 أوجد مفكوك 

:x x x x x3 3 3 3 34 4 3 1 2 2 1 3 4
- + - + - + - + -^ ^ ^ ^ ^h h h h h

يبقى إيجاد معامل كل حد من مثلث باسكال.  

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1  
 x x x x x3 81 108 54 122 3 44

- = - + - +^ h

y2 باستخدام نظرية ذات  5
-^ h 2  أوجد مفكوك 

الحدين.

y C C y2 2 25 5
5

4 1+- = -5 0 1^ ^ ^ ^h h h h

C y C y C y2 2 23 2 2 3 4
+ - + - + -5 2 5 3 5 4

^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h

C y2 5
+ -5 5 ^ ^h h

y y y y y y2 32 80 80 40 015 2 3 4 5
- = - + - + -^ h

x في مفكوك  y4 5 3  أوجد الحد الذي يحتوي على 

x y3 2 9
+^ h

  هذا الحد سوف يكون على الصورة 
x y326592 4 5 C وقيمته هي:  x y3 24 5

9 5 ^ ^h h
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

(a) x 1 10
+ =^ h

 x x1 11
+ = +^ h

 x x x1 2 12 2
+ = + +^ h

 x x x x1 3 3 13 3 2
+ = + + +^ h

x بسهولة. 1 12
+^ h لا يمكن إيجاد مفكوك   (b)

تتنوع الإجابات. مثال يتناقص أس x، 1 كل مرّة.  (c)

«حاول أن تحل»

1  (a) b aa b a a a b b b4 6 44 4 3 2 2 3 4
- = - + - +^ h

 (b) d d d d d d2 14 84 280 5607 7 6 5 4 3
+ = + + + +^ h

  d d672 448 1282
+ + +

 (c) x y x x y x y2 32 80 802 5 5 4 2 3 4
- = - +^ h

  x y xy y40 102 6 8 10
- + -

2  T C x y315 11
2 4 11

# #= -12 ^ ^h h

110565- معامله: 

3  T C x y35 3
2 3

#= -4 ^ ^h h

 x y09 2 3
=-

«نشاط»

 6 1 7+ =

 1 6 15 20 15 6 1

 x y x x x xy y y6 15 206 6 5 1 4 2 3 3
+ = + + +^ h

 x xy y y15 62 4 1 5 6
+ + +

5 C x yT 2 37
3 4

4= ^ ^h h  :   

 x y35 32 3 3 4 4
#= ^ ^h h

 x y35 8 81 3 4
# # #=

 x y22 680 3 4
=

( )x y3 5
-    x y2 3       3
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:
•      

.S  
•   A    

   
( )n A

:
    
 1     
     6  

 

:
  ,A B  

:
    A B+

B  A   
    A B,

B   A    

 

                  
.    

.            

 .      

.        

:        

n(S) = 6  S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

 ,A 3 6= " ,   A     3       
n A 2=^ h  

  ´   ª         ´  ª 
.    

Types of Events   
Simple Event   

 )        (S)     
n A 1=^ h     A   (   

Compound Event   

.           

n B 12^ h     B  

Impossible Event   

( )n D 0=     D   :(S)    Q    

Certain Event   

( ) ( )n n SF =     F   :(S)     

Mutually Exclusive Events   

.     ( )        A, B  

( ) ( )n A B n 0+ = =   A B+ =  :  

Complement Event   

   (S)         A   
A   

A      

A A S, =   A A+ =  :  .    A  A
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•  
Independent Events  

• Intersection  
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Binomial Probability  
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الاحتمال  :11-3

الأهداف  1

يتعرف التجربة العشوائية.• 

يتعرف فضاء العينة.• 

يتعرف بعض نظريات الاحتمال.• 

يوجد احتمالات الأحداث.• 

يوجد احتمالات الأحداث المتنافية ومتمم • 
الحدث.

يوجد احتمالات الأحداث المستقلة.• 

يوجد احتمال ذات الحدين.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

الاحتمال - التجربة العشوائية - فضاء العينة - حدث 
بسيط - حدث مركب - حدث مستحيل - حدث
مؤكد - حدثان متنافيان - حدث متمم - حدثان 

مستقلان - التقاطع - الاتحاد - المتمم - احتمال ذات 
الحدين.

الأدوات والوسائل  3

أحجار نرد - آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز 
إسقاط (Data Show) - قطع نقود معدنية - كرات 

ملونة - كرات مرقمة.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

أوجد مفكوك ما يلي:

(a) x 4 6
+^ h  (b) x2 4 4

-^ h  (c) x y3 2 7
+^ h

أوجد النواتج الممكنة لكل حدث مما يلي:

إذا ألقيت قطعة نقود معدنية.  (a)

(b)  إذا دحرجت مكعباً مرقمًا بالأعداد من 1 إلى 6 
بحيث إن كل وجه يحمل عددًا واحدًا.

(c)  درجة اختبار في إحدى المواد حيث النهاية العظمى
20 درجة.
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Independant Events   

.               A, B  

:         
  c    b    a

     f    e    d

  g

:

.    5   a

.    3     b

.    8   c

.    6  1    d

 ´6 5   ª :A    :  e

.    ´4    ª :B

´6 5   ª :A    f

A     ´4      ª :A     

´    5  ª :A       g

.    ´    4  ª :B  

.          
:        1

5     :A a  
   :B b  
   :C c  

7     :D d  
.   B, C   a  2

.    C, D      b  
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Probability

  A 

.         .    (1-2)  

4          (1)

.      24     (2)

2011             (3)
:       

 
 15

%

29%
 

 30%
 

  2%
 

 
 11%

 13%  .      (a)  

.         (b)  

.      (c)  

.         (d)  

 

   14620

161228

 81826

383674

         (4)
   .    

      .    
      

        .       4    (5)
:       .

.   (a)  

.     (b)  

.     (c)  

11-3

التدريس  5
لقد أصبح لدى الطالب مكتسبات مهمة لاحتمال حدث 

معين وذلك من المرحلة الابتدائية مرورًا بالمرحلة 
المتوسطة وصولاً إلى المرحلة الثانوية ولم يعد مفهوم 

احتمال حدث معين ظاهرة جديدة للطالب. في هذا 
الدرس سوف يكمل الطالب بناء هذا المفهوم الرياضي 

باستكشاف التجربة العشوائية ومنها فضاء العينة.

اسأل الطلاب:

إذا ألقينا قطعة نقود معدنية فهل نعرف مسبقًا على أي 
وجه ستقع؟

إذا دحرجنا حجر النرد فهل نعرف مسبقًا أي عدد سوف 
يظهر على الوجه العلوي؟

إذا تقدمت إلى اختبار في مادة الرياضيات فهل تعرف 
الدرجة التي سوف تحصل عليها؟

وغيرها من الأسئلة التي يمكن أن تجول في الخاطر.

اشرح لهم بإسهاب التجربة العشوائية وأن النواتج كافة 
الممكنة الحدوث تشكل فضاء العينة.

في المثال (1)
ركّز للطلاب على الفرق بين فضاء العينة الذي يتضمن 

النتائج الممكنة كافة والحدث الذي هو جزء من فضاء العينة.
اعرض أمامهم أمثلة متنوعة، ثم اسألهم في كل مثل عن 

فضاء العينة ونوعية الحدث الذي تختاره. استمع إلى 
شرحهم عن الحدث البسيط، والحدث المركب، والحدث 

المستحيل، والحدث المؤكد، والحدثين المتنافيين، 
والحدث المتمم لحدث معين وأخيرًا الحدثين المستقلين.

اطلب إلى بعض منهم عرض أمثلة عن تجارب عشوائية 
لتحديد فضاء العينة والأحداث التي سبق أن عرضناها.

في المثال (2)
عدد النواتج في الحدث

عدد النواتج في فضاء العينة
أخبرهم أن: احتمال الحدث = 

هو قاعدة الاحتمال لحدث عندما يكون كل عنصر في 
فضاء العينة له فرصة الظهور مثل كل عنصر آخر. وأن عدد 

النواتج في الحدث يشكل جزءً ا من فضاء العينة والذي 
هو عدد النواتج الممكنة وبالتالي احتمال وقوع حدث ما 

يكون دائمًا عددًا ينتمي إلى الفترة [1 ,0].
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:
 E    

. ( )P E  

:

, ( )A n A6 1= =" ,  a  1

.   A      

, , , ( )B n B1 3 5 3= =" ,  b  

.   B      

, , , ( )C n C2 4 6 3= =" ,  c  

.   C      

,, , , , , ( )1 4 6 6D n D2 3 5= =" ,  d  

.   D      

.   S  2

, , , , ,S 1 2 3 4 5 6= " ,  

1,3,5, 2, 4, 6 ,B C S B C, += = =" ,   a  

.   B, C      

2, ,C D 4 6+ != " ,  b  

.   C, D       

    :            1
.        

:        a  

.      :A (1)    

.         :B (2)    

.         :C (3)    

.    B, C      (1)  b  
.      (2)    

Probability  
:              

 ( )P E =

E   

S    
 

( )
( )

n S
n E

=
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[0, 1]             

Properties of the Probabilty of an Event     

   S     E

( )P E0 1# #  a

( )P E 0=      E   b

( )P E 1=      E   c

1 =        d

 A B 

 161531

 6814

  257

242852

           
.    

.          
             

:

.´     ª :E  

16 15 31+ =  :E   

2 516 6 15 8 52+ + + + + =^ ^h h   :S    

( )P E 52
31

=

            a  (2)   2
B         b   

 3                 :  
.      

´ ª   
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احتمال الحدث المستحيل = صفر

احتمال الحدث المؤكد = 1

ويمكن كتابة (الحدث)P على صورة كسر اعتيادي كما 
يمكن تحويله إلى كسر عشري أو نسبة مئوية.

أخبر الطلاب أن هذا الجدول يدعى الجدول ذا مدخلين 
حيث يدرس الطالب حدثين معًا: وسيلة النقل والشعبة. 

ويسمح هذا الجدول باتخاذ قرارات واضحة ودقيقة.

في المثال (3)

هذا المثال هو تطبيق مباشر لمفهوم الاحتمال: 
عدد النواتج في الحدث

عدد النواتج في فضاء العينة

مع التنبيه إلى أن اختيار محمد هو ملزم ويكفي اختيار 
طالبين من بين بقية الطلاب.

في المثال (4)

اشرح لهم من خلال أمثلة معنى الحدثين المتنافيين 
والحدثين المستقلين فإذا كان:

A (A, B متنافيان) فمن الطبيعي أن  B+ Q=

0P وإذا كان: A B P+ Q= =^ ^h h

( )P A B P A P B+ #=^ ^h h A, B مستقلين فإن: 

توسع في حالة الاحتمال لاتحاد حدثين لجهة إذا كانا 
متنافيين أو إذا كانا غير مستقلين.

في المثال (5)

يعبر هذا المثال عن حالة الاحتمال لحدثين متنافيين، حيث 
إنه لا يوجد تقاطع بين الطلاب الذين أعمارهم أصغر من 
25 سنة والطلاب الذين أعمارهم أكبر من 34 سنة. لهذا 

السبب:

 P A B P P BA+ = +^ ^ ^h h h
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في المثال (6)

يعبرّ هذا المثال عن حالة الاحتمال لحدثين غير متنافيين 
إذ يوجد تقاطع بين الحدث الأول A(مضاعفات العدد 3) 

والحدث الثاني B(عدد زوجي) لهذا السبب:

 P P PA B A A BP B+ += + -^ ^ ^ ^h h h h

ركّز مع الطلاب مفهوم احتمال ذات الحدين وأنه 
لا يمكن استخدام قاعدة هذا الاحتمال إلا في تحقق 

الشرطين التاليين معًا كما ورد في كتاب الطالب:

إذا تكرر الحدث عدة مرات.• 

إذا كان هناك ناتجان للحدث فقط.• 

P هو أساسي  PA B 1+ =^ ^h h أكّد لهم أن الشرط 
لاستخدام احتمال ذات الحدين وأنه في التجربة العشوائية 

إذا كان حصول الحدث A هو k مرة من أصل n مرة 
P A C P A P Bn

n k
#=

-

k
k^ ^^ ^^h hh hh فيكون: 

توسع في النقاش والحوار مع الطلاب أثناء العمل في 
المثالين (8)، (9)، حيث تتنوع في التطبيق لاحتمال ذات 

الحدين.

في المثال (7)

هذا المثال هو تطبيق لمبدأ احتمال ذات الحدين لأنه مع 
راشد 3 بطاقات والفوز بجائزتين يعني أن بطاقتين هما 
% % %100 40 60- = فائزتان وبطاقة غير فائزة باحتمال: 

في المثال (8)

هذا المثال هو تطبيق لاحتمال ذات الحدين، الحالة 
k وتعني أن تخدم كل من البطاريات  4= الخاصة حيث 

الأربع مدة عام.

الربط  6

إن الأمثلة كافة في هذا الدرس توفر الربط بين المفاهيم 
والمهارات والمواقف الحياتية التي نصادفها.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

يمكن أن تتعدد الأخطاء في هذا الدرس فلا يميز الطلاب 
بين الأحداث المتنافية والأحداث المستقلة أو كيفية 

استخدام احتمال ذات الحدين. ساعدهم على فهم هذه 
الأحداث.
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.         r , t    (6)

( )P t ( )P r P t r+^ h P t r,^ h

(a)
11
7

11
3

11
9

(b)
2
1

4
1

3
2

(c)
5
2

5
1

3
2

(d) x
2

x2
3

x
1

.P(t r),   .  r , t    (7)

(a) ( ) , ( )P t P r8
5

8
1

= =  (b) ( ) 12% , ( ) 27%P t P r= =

.P m n+^ h  .  n , m    (8)

(a) ; ( )P m P n4
1

3
2

= =^ h  (b) . ; ( ) .P m P n0 6 0 9= =^ h

     .   17%       30%    (9)
          .

:       .    (10)

.    3  (a)  

4       (b)  

.      (c)  

6     4  (d)  

 .           40%     (11)
       4          10

    .  30     .      11%   (12)
        4 

:

1 ( )P A B P A B+ += -^ h

1 ( )P A B P A B, ,= -^ h

:
    
    
      3

124 

:

:  

 ( )P E =
E   

S    
 ( )
( )
n
n
S
E

=

.               

:     (i)

10(5 3)! 3!
5!

( )S Cn 5 #-
== =3   :5    3  

:E    (ii)

1C1 1 =      

( ) ! !
!C 4 2 2
4

64 2 #-
==   :        

C C1 1 4 2#   = 1 6 6# =   :E       

 10
6

5
3

( )P E = =

3
5   ´ ª  

´ ª    .     (3)   3

:S    B A            

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B, += + -      B A

0( )P A B+ = ,     B A

( ) ( ) ( )P A B P A P B:+ = ,     B A

( )1P A P A= - ,^ h  A     A  

.       
 

 125

  200

 .    4     
.           
          

  

:

´       ª :A  

´       ª :B  

172



145

74

  B 

.     b       a   (1-4)  
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التقييم  8

تابع الطلاب وهم يتعاملون مع تمارين فقرات
«حاول أن تحل» لتتأكد من قدرتهم على استيعاب المفاهيم 

والمهارات التي وردت في هذا الدرس.

اختبار سريع

1  اكتب فضاء العينة إذا ألقيت قطعة نقود معدنية 

لمرتين متتاليتين، بحيث إن أحد الوجوه يحمل 
.(H) والوجه الآخر يحمل صورة (T) كتابة

, , ,E HTTT HHTH= " فضاء العينة: ,  

2  في كيس 4 كرات حمراء اللون، 6 كرات صفراء 

ًّا 3 كرات من هذا الكيس.  اللون سحبت عشوائي
ما احتمال الحصول على كرة واحدة حمراء 

اللون وكرتين صفراوي اللون؟

P(الحدث) C
C C

120
4 154 1 2# #

= =
6

10 3
 

. %2
1

0 5 50= = =   

3  في كيس كرات مرقمة من 1 إلى 10 سحبت من 

ًّا كرة واحدة. ما احتمال أن تحمل  الكيس عشوائي
هذه الكرة عددًا من مضاعفات 2 أو عددًا أصغر 

من 7؟

, , , , , , , , ,E 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10= " فضاء العينة: ,  
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, , , , ,B 1 2 3 4 5 6= " الحدث: ,  
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:        A B    (10)
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:  B        A  
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Binomial Probability    

T  H           n  
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4  إحدى قطع النقود المعدنية صنعت بشكل خاطئ 

إذ تبينّ أن احتمال الحصول على وجه الكتابة هو 
P. واحتمال الحصول على  T 0 65=^ h 0.65 أي 

. .P H 0 35=^ h وجه الصورة هو 0.35 أي 
ألقيت هذه القطعة 10 مرات متتالية.

ما احتمال الحصول على وجه الكتابة 8 مرات؟

نستخدم احتمال ذات الحدين.  

P(الحدث) . .C 0 65 0 358
8

10
2

#= ^ ^h h  

 . . .≈45 0 032 0 1225 0 176≈ # #

إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»  

تتعدد إجابات الطلاب كلّ بحسب النتائج التي   1
يحصل عليها.

شكل الخيمة الأكثر توقعًا والحرف الأقل توقعًا.  2

الوجهة الصغرى: 20%  3

الوجهة الكبرى: 30%  

شكل الخيمة: 35%  

الحرف: 15%  

قد تختلف الإجابات.  (a)  4

قد تختلف الإجابات.  (b)  

(c)  تحقق من إجابات الطلاب. يمكن تحسين   
التوقع بزيادة المحاولات لإفلات الورقة.
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«حاول أن تحل»

حدث بسيط.  (1)  (a)  1

حدث مركب.  (2)   

حدث مركب.  (3)   

الحدثان غير متتامين.  (1)  (b)  

B {كرة القدم، كرة السلة، الكرة الطائرة} =    

C {السباحة، ركوب الدراجات} =    

يبقى كرة المضرب.    

الحدثان:  A: «ركوب الدراجات»  (2)   
B: «كرة المضرب» هما حدثان 

متنافيان.
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إجابة «مسألة إضافية»

P(يصيب الهدف) .0 2=
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المرشد لحل المسائل
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نْ 7-1 تمرَّ الأعداد المركبة 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) i4  (2) i 15  (3) i9  (4) 5i-

(5) i2 3+  (6) i2 +  (7) 2 i3
1

6
5

- -  (8) 4 2 i+

(9) ,x y7 3= - =  (10) , yx 3
16

8
19

= = -  (11) , 8x y7= - = -

(12) 

x

y

0

1

1-1
-1

-2-3-4

2

2

3

3 4

z4

z2

z
1

z3

(13) (a) 4 5z i= +1  (b) 4z i2= - -2  (c) z i2 6= - +3  (d) z i34 = -

(14) i6 3+  (15) 2 i3- -  (16) i10 4-  (17) 11 5i-

(18) 10 (19) i324-  (20) 7 i-  (21) i9 23-

(22) 27 8i- +  (23) 216-  (24) , , 1i z i zz 27 12
= - = =

(25) (a) 1 3
4 i-  (b) 10 5i- +  (c) 2 i11+

 (d) 2 i11- -  (e) i5 3+  (f) 2 i11- -

(26) 3 iz = - -

(27) (a) 13
3

13
2 i-

+  (b) 5
1 i-  (c) i25

4
25
3-

-

(28) 11 1
zz z, ,7

5
7
3

7
1

7
3 3

7
1

7
3 3z zzi i i= - - -= - = +-

2 22
c m

(29) y x= - y أو  x=

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (b) (4) (a) (5) (d)

(6) (b) (7) (c) (8) (d) (9) (c) (10) (a)

(11) (c) (12) (a) (13) (d) (14) (d)
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نْ 7-2 تمرَّ الإحداثيات القطبية والصورة المثلثية لعدد مركب 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) (a) 13 (b) 2 2  (c) 2

(2) 1, 3^ h (3) ,2
2

2
2-

c m (4) 4
3

4
3 3

,c m

(5) ,2 0-^ h (6) ,0 2-^ h (7) ,2
6

2
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c m

(8) ,
π

2 4
` j (9) ., º29 111 8^ h (10) ,π3^ h

(11) ,4 2
π

` j (12) ,4 3
4πa k (13) ,6 6

11π
+a k

(14) icos sin3 2 2
π π

+` j (15) icos sin2 2 4 4
π π

+` j (16) i
π

cos sin4 3
2

3
2π

+a k

(17) icos sin3
5

3
5π π

+  (18) icos sin2 2
3

2
3π π

+a k (19) icos sin2 6 6
π π

+` j

(20) 0 08 icos sin+^ h (21) icos sin6
7

6
7π π

+  (22) 5
7

icos sin4 4
7π π

+` `` j jj

(23) cos 30 sin 308 i+c c^ h (24) icos sin6 62
π π

+` j (25) cos sin 45i2 45 +c c^ h

(26) cos sini4 6
5

6
5π π

+a k (27) cos 3 0 sin 3 0i0 05 +c c^ h (28) 66 icos sin3
π π

+` j

(29) 3 i- -  (30) 1 i-  (31) 22 i
2 6

-

(32) 2
7 3

2
7

i-  (33) 2 2
6

i
6-

-

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (a) (3) (a) (4) (b) (5) (a)

(6) (a) (7) (d) (8) (c) (9) (a) (10) (b)

(11) (b) (12) (b) (13) (b)

نْ 7-3 تمرَّ حل معادلات 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) i2 -" , (2) i3
4

-& 0 (3) i2
5

3-& 0

(4) i5
8

5
16

-& 0 (5) ,2 2i i-" , (6) ,
i i
2

5 3
2

5 3+ -
' 1

(7) ,i i3 4 3 4- + - -" , (8) ,i i1 3 1 3+ -" , (9) ,i i1 3 1 3+ -" ,

(10) ,2
1 7

2
1 7

2 0 2
1 7

1 2
1 7i i i i

zz
2

(
- +

+
- +

+ =
- +

+ = - =
- -

2 2
c cm m
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(11) ,i i1 2 1 2+ - -  (12) ,3 2 3 2i i+ - -

(13) ,i i3 4 3 4- - +  (14) ,3 i i32 2- - +

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (b) (4) (b) (5) (a)

(6) (a) (7) (a) (8) (d) (9) (b) (10) (c)

اختبار الوحدة السابعة

(1) i2 12- +  (2) i9 10-  (3) i9- +

(4) i31 14+  (5) ,i i3 7 58
3

58
7

- + +  (6) 53

(7) (a) 3i-  (b) 1-  (c) i5 12--

(8) ,i i5 5-  (9) cos sin,i i13
9

13
7

13
130

38 38+ +c c^ h

(10) i5
3

5
4

-& 0 (11) i1 2+  (12) ,i i2
3

2
1

2
3

2
1

+ -

(13) (a) 0 02
1

icos sin+^ h (b) 3 2 2icos sin
3 3π π

+a k (c) i
π

cos sin4 3 3 3
π

+` j

(14) icos sin3 3
4

3
4π π

+a k (15) i6
3

2
1

+

(16) ,i i1 3 1 3+ - -  (17) (a) 4 2 2
3

16 2 2 25 0i i
32

- + + - + + =a ak k

  (b) 2 2
3

z i= - -2

تمارين إثرائية

.1 = لكل هذه الأعداد المقياس نفسه   (1)

`   تنتمي كلها إلى الدائرة التي مركزها نقطة الأصل وطول نصف قطرها 1.  

(2) z i icos sin2
1

2
3

3
5

3
5π π

= - = +

AB بما أن ABCD رباعي جميع أضلاعه متساوية الطول لذا هو معين. BC CD DA 1= = = =  (3)

(4) icos sin2 2
π πα α+- + - +` `j j

(5) , ,i i i i i1 2 1 2 4 1 4 1682 4 2 2
+ = + + = + = - + = - =^ ^ ^ ^ ^h h h h h

(6) ,z a bi z a b a b1 12 2 2 2`= + = + = + =

 z a bi a b
a bi z

z
1 1

12 2=
+

=
+

-
= =
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(7) (a) i i i i i i if 1 2 1 2 3 2 13 1 6 10+ = + + + - + + + - + - -^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h

  i7 7 02
= + =

f z z i z i z i1 1 4 8 22
= - - + - + + +^ ^ ^h h h6 باستخدام القسمة التركيبية: @  (b)  

(8) 

1

1 2 x

y
2

π
3

بالتعويض أو باستخدام القسمة.  (a)  (9)

 (b) , , ,i i i i1 1 2
1

2
3

2
1

2
3

+ - - +
-

-' 1

 (c) f z z z z z2 2 12 2
= - + + +^ ^ ^h h h

(10) (a) 1 2 0f i i21 6 5- =-= + - + +^ h

25 i- + باستخدام القسمة التركيبية:   (b)  

نْ 8-1 تمرَّ التمثيل البياني للدوال المثلثية (الجيب، جيب التمام، الظل) 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) (a) ,π2 3 (b) ,π 1 (c) ,π6 3 (d) ,π4 3
1

(2) (a) 3siny x+=  (b) 2siny x3
1

+=  (c) siny x4 2
1

-=

(3) (a) cosy x5 3
2

=  (b) 22
1

cosy x-=  (c) 45
3

cosy x=

(4) (a)

x

y
2

0

1

-1

-2

π
2

π
2
3π 2π

(b)

x

y

2
3

0
1

-1
-2
-3

π
2

π
2
3π 2π

(c)

x

y

0

1

0.5

-0.5

-1

4
π

2
π π

4

3π
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 (d)

x

y

0
1

-1
-2
-3
-4

2
3
4

2
π π

2
3π

2
7π

2
5π2π 3π 4π

(e)

x

y

0

1

-1

5
π

5
2π

(f)

x

y

2
3

0
1

-1

-3
-2

π
2

π
2
3π 2π

 (g)

-1

-2

-3

3

2

1

x

y

0
5
π

5
2π

(h)

x

y

0

1

-1

3
π

3
2π

(i)

-1

1

x

y

0
4
π

2
π π

4
3π

(5) (a) π
5  (b) 3

2π

(6) (a) 5tany x=  (b) tany x2
3

=  (c) 4tany x=

(7) (a)

π
2

10

-5

-10

5

x

y

0

8

π π
4 8

3π

(b)

2π

10

-10

-5

5

x

y

0

2
π π

2
3π

(c)

-1
-2
-3

3
2
1

x

y

0
2
π π

3
2π 2π

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (b) (3) (a) (4) (a) (5) (b)

(6) (b) (7) (a) (8) (b) (9) (d) (10) (a)

(11) (d) (12) (b) (13) (b) (14) (c) (15) (d)

(16) (a) (17) (b)
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نْ 8-2 تمرَّ التحويلات الهندسية للدوال الجيبية 

المجموعة A تمارين مقالية

. f 3 لبيان الدالة
5 بيان الدالة h تمدد رأسي إلى أعلى بمعامل   (a)  (1)

3 لبيان الدالة f وانعكاس في محور السينات.
2 بيان الدالة h انكماش رأسي إلى أسفل بمعامل   (b)  

. f 13 لبيان الدالة بيان الدالة h انكماش أفقي بمعامل   (c)  

. f تمدد أفقي بمعامل 5 لبيان الدالة h بيان الدالة  (d)  

13 لبيان الدالة f انعكاس في محور السينات. 2 وانكماش رأسي إلى الأسفل بمعامل 
1 بيان الدالة h انكماش أفقي بمعامل   (e)  

. f 4 وتمدد رأسي إلى الأعلى بمعامل 1.5 لبيان الدالة
1 بيان الدالة h انكماش أفقي بمعامل   (f)  

. f 3 وحدة لبيان الدالة
π بيان الدالة h إزاحة أفقية إلى اليسار   (g)  

. f 4 وحدة لبيان الدالة
π بيان الدالة h إزاحة أفقية إلى اليمين   (h)  

. f إزاحة رأسية إلى الأعلى 4 وحدات لبيان الدالة h بيان الدالة  (i)  

. f إزاحة رأسية إلى الأسفل وحدة واحدة لبيان الدالة h بيان الدالة  ( j)  

. y1 13 لبيان الدالة  y هو انكماش أفقي بمعامل 
2

بيان الدالة   (2)

-1

y

x

1

0 π
6 3

π
2
π

3
2π

6
5π π

6
7π

3
4π

2
3π

 
وتمدد  واحدة  وحدة  الأعلى  إلى  رأسية  وإزاحة  وحدة   4

π اليسار  إلى  أفقية  إزاحة  هو   2sin 4 1y
π

= - + +θ` j الدالة  (a)  بيان   (3)

siny وانعكاس في محور السينات. = i رأسي إلى الأسفل بمعامل 2 وحدة لبيان الدالة 

واحدة  وحدة  الأسفل  إلى  رأسية  وإزاحة  وحدة   4
π اليمين  إلى  أفقية  إزاحة  هو   sin 2 4 13.5y

π
= - - -θ` j8 B الدالة  (b)  بيان   

siny وانعكاس في محور السينات. = i 2 وتمدد رأسي إلى الأسفل بمعامل 3.5 لبيان الدالة 
1 وانكماش أفقي بمعامل 

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (a) (3) (a) (4) (b) (5) (a)

(6) (a) (7) (a) (8) (b) (9) (c) (10) (d)
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نْ 8-3 تمرَّ قانون الجيب 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) cm cm, . , .bA a 13 88 5 0845ºm . .=^ hX

(2) , . cm , cmC a c4 53 575ºm . .=^ hW

(3) cm, , .m m B cC 128 20 25 28º º .= =^ ^h hW W

(4) , , .m mB C c37 100 46 2º º cm.= =^ ^h hW W

(5) , , .m mA B b78 34 10 856º º cm.= =^ ^h hW W

 , , .m A m B b102 10 3 37º º cm.= =^ ^h hW W أو 

(6) , , .m A m C c67 56 9 9º º cm.= =^ ^h hW W

 , ,m A m C c113 10 2º º cm.= =^ ^h hW W أو 

.S.A.S كلاّ، هذه حالة  (7)

Bm 32º=^ hW  ، .c 146 128 cm. نعم،   (8)

(9) (a) . mb 16 574.  (b) . mh 15 76.

(10) (a) .a m , b19 7 15km. .  (b) .h 11 82 km.

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (b) (4) (c) (5) (c)

(6) (a) (7) (d) (8) (c) (9) (d)

نْ 8-4 تمرَّ قانون جيب التمام 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) 50.6 , 104.9 , 24.5m m mA B Cº º º= = =^ ^ ^h h hW W W

(2) 19.22 , 30.7 , 18.3b m mA Cº º. = =^ ^h hW W

(3) 25 , 28.6 , 56.4c m mA Bº º. = =^ ^h hW W

(4) 35.4 , 38 , 60a m mB Cº º. = =^ ^h hW W

ca b1 4 5+ = + = = لا يوجد مثلث. لأن:   (5)

(6) 24.5 , 99.2 , 56.3m m mA B Cº º º= = =^ ^ ^h h hX W W
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. وهذا غير ممكن. cm . cmCB 8 6 9 891= AB يساوي طوله  لا يوجد مثلث. لأن العمود المرسوم من C على   (7)

(8) 7.4 , 60 , 49m mc B Cº º= = =^ ^h hW W  (9) . cmc 16 51.

(10) . mAB 130 4.  (11) mAB 841.

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (a) (3) (a) (4) (a) (5) (b)

(6) (a) (7) (a) (8) (a) (9) (b) (10) (b)

نْ 8-5 تمرَّ مساحة المثلث 

المجموعة A تمارين مقالية

. 2
1

32 19 sin. cmArea A222 33 2
. = ^ ^h h X 32 أو  19 2 32 19 cos 47a2 2 2

= + - c^ ^ ^ ^ ^h h h h h نستخدم قاعدة هيرون  (1)

 2
1

sinab CArea = W نطبق قاعدة هيرون أو نوجد قياس زاوية ثم نستخدم القاعدة:   (2)

8 18cm , Area . cm8.5s 2
.=  

(3) 7cm , Area 1 .4 cm10.5s 2
.=  (4) cm , Area 113.84 cms 27 2

.=

(5) . cm , Area 216.15 cms 36 4 2
.=  (6) . cm , Area 101.34 cms 23 8 2

.=

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (a) (3) (b) (4) (b) (5) (a)

(6) (b) (7) (c) (8) (b) (9) (a) (10) (b)

اختبار الوحدة الثامنة

(1) 

-2

2
1

x

y

0

2
π-π -

2
π π

2
3π 2π

2
5π

(2)

-2

2
1

x

y

0

2
π

4
π

-
2
π

-
4
π π

4

3π
4
5π

(3)
10

-10
-5

x

y

0
5

3
π

-
3
2π-

3
π π

3
2π

3
4π

(4) , .π2 1 5  (5) ,π4 5  (6) ,6 4
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، لا يوجد سعة (7) π
5
2 6، لا يوجد سعة (8)   (9) 2siny

x
3!=

π أفقيًّا، التمدد بمعامل 2 رأسيًّا، الانعكاس في المحور السيني.
4 ، ثم التمدد بمعامل  siny x= البدء من   (10)

π3 وحدة إلى اليسار. cosx بمقدار  إزاحة أفقية لِـ   (11)

(12) . cmArea 4 275 2
.  (13) cm , cms Area6 6 2

= =

(14) . cmArea 0 93 2
.  (15) . cm , . cms Area4 5 2 9 2

.=

(16) . , ,m mAB A B4 6 42 88º º. = =^ ^h hX W  (17) , ,m m mA B C29 47 104º º º= = =^ ^ ^h h hX W W

(18) . , , .mb C c6 37 85 7 749º. = =^ hW

km891 45º فتكون المسافة بينهما حوالى  زاوية مسار الطائرتين قياسها   (19)

(20) m , . m , . mMB MC MD37 48 3 2652. ..

تمارين إثرائية

(1) 3 3π2 2, , ,- -  (2) 6π3
2

3 1, , ,

2
1 البدء بالدالة f ، ثم انكماش أفقيّ بمعامل   (3)

. 3
2 البدء بالدالة f ، ثم التمدد أفقيًّا بمعامل 2، ثم الانكماش رأسيًّا بمعامل   (4)

(5) 18.83mh .  (6) 12.1mr .

. . .S S S  ، . .S A S  ، . .S S A ، وقانون جيب التمام:  . .S S A  ، . .S A A  ، . .A S A في قانون الجيب:   (7)

(8) 38C BAm º=^ hW

(9) (
2 2cos

cosA bc
b c a

a
A

abc
b c a2 2 2 2 2 2

=
+ -

=
+ -
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نْ 9-1 تمرَّ المتطابقات المثلثية 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) sinx  (2) sin x2  (3) tan x2  (4) sin cosx x
1

(5) 1 (6) tanx  (7) 
cos x

2
2  (8) sinx

2

(9) 
cos x

1
3  (10) 1-  (11) 1 (12) 1

(13) 1 (14) 1 (15) 1 (16) 1

(17) sin tan sin
cos

tanc c c
c

c1
12 2 2

2
2

#+ = =^ h  (18) sin sin sinx x x1 2 12 2
- + = -^ h

(19) cos cos cos cosx x x x2 1 2 1 12
+ - = - +^ ^h h

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (a) (3) (b) (4) (a) (5) (b)

(6) (b) (7) (d) (8) (b) (9) (d) (10) (a)

نْ 9-2 تمرَّ إثبات صحة متطابقات مثلثية 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) cos cos
sin

cos sin sin
cos

sin cosx x
x x x x

x x x2+ = +

(2) sin sin
cos

sin cos cos
sin

cos sinx x
x x x x

x x x2+ = +

(3) tan tan tan tan sec tanx x x x x x1 2 1 2 22 2 2
- + = + - = -^ h

(4) cos
sin

sin
cos

sin cos
sin cos

sec cscx
x

x
x

x x
x x x x

2 2

+ =
+

=

(5) cos
sin

sin
cos

cos sin
sin cos sin cos

sin cos
sin cos

x
x

x
x

x x
x x x x

x x
x x

2
22 2 2

+ + =
+ +

=
+^ h

(6) cos cos cos cos cos sin
cscx x x x x x

x1
1

1
1

1 1
2

1
2 2

22 2
2

-
+

+
=

- +
=

-
= =

^ ^h h

(7) sec
tan

sec
sec

sec cos cos
cos

x
x

x
x x x x

x
1 1

1
1

1
1

12 2

+
=

+
-

= - = - =
-

(8) cot cos sin
cos

cos
sin

cos sin

sin
cos

sin
cos cos

cos cotx x x
x x

x
x x

x
x

x
x x x x

12 2 2 2
2

2 2

2

4

2

2 2
2 2

- = - =
-

= = =`
^

j
h

(9) cos sin cos sin cos sin cos sinx x x x x x x x4 4 2 2 2 2 22
- = + - = -^ ^h h

(10) sec
tan

sec

tan sec

tan

tan sec
tan

sec
x
x

x
x x

x
x x

x
x

1 1

1 1 1
2 2-

=
-

+
=

+
=

+^ ^h h
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(11) =
sin cos

sin cos sin cos

sin sin cos cos
sin cos

x x
x x x x

x x x x
x x

22 2 2

2 2

+

- +

+ +

-

^

^ ^

h

h h

  ==
sin cos

sin sin
sin cos

sin
x x

x x
x x
x

1 2
1

1 2
2 1

2 2 2

+

- -

+
-^ h

(12) cos
sin

sin
cos

sin cos
sin cos

sin cos
cos

sin
cos

x
x

x
x

x x
x x

x x
x

x
x

1
1

1
1

1
2 1 2 12 2 2

-
+

+
=

-

+ -
=

-

-
=

+

^ ^ ^ ^

^ ^

h h h h

h h

(13) sin cos sin cos cos sin sin cos sin sin cosx x x x x x x x x x x12 2 2 2 2 23 4
= = - = -^ ^h h

(14) sin cos sin cos cos sin sin cos sin sin cosx x x x x x x x x x x13 3 3 2 23 3 5
= = - = -^ ^h h

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (b) (3) (a) (4) (b) (5) (b)

(6) (d) (7) (a) (8) (c) (9) (c) (10) (a)

نْ 9-3 تمرَّ حل معادلات مثلثية 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) , ,k k kx x2 6
11

2
6
7π π π π Z!= + = +

(2) , ,k k kx x6 2 6
11

2
π π π π Z!= + = +

(3) , ,k k kx x3
2

2 3
5

2
π π π π Z!= + = +

(4) ,k ka 6
π π Z!= +

(5) ,x x xcos sin k2 1 0 2
π π- = = +^ h

 , ,k k kx x6 2 6
5

2
π π π π Z!= + = +

(6) cos
sin

sinx
x x 012

- =^ h

 , , ,k k k kx x x2 2 2
3

2π π π π π Z!= = + = +

(7) , ,k k kx x3 3
4

2
π π π π Z!= + = +

 ,k kx x3
2

2 3
5

2
π π π π= + = +

(8) , ,k k kx x3 2 3
5

2
π π π π Z!= + = +

(9) x 4
5π

= x أو  4
π

=

(10) x 9
7π

= x أو  9
5π

= x أو  9
π

= x أو  9
17π

= x أو  9
13π

= x أو  9
11π

=

(11) x 8
13π

= x أو  8
9π

= x أو  8
5π

= x أو  8
π

=
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x، حيث k عدد صحيح. k π=  (12)

sinx ليس لها حلول. 2= -  ،sinx 2
1

= sinx أو  2= -  (13)

x حيث k عدد صحيح. k6
5

2
π π= + x أو  k6 2

π π= +  

cos tanx x 5 02
+ =^ ^h h لا توجد حلول، وتحلل إلى:   (14)

tanx في هذه الحالة غير معرّفة. cosx غير مسموح بها لأن  0= tan دائمًا موجب وعلى أي حال  x 52
+ العامل   

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (b) (3) (b) (4) (a) (5) (b)

(6) (d) (7) (d) (8) (b) (9) (b) (10) (c)

نْ 9-4 تمرَّ متطابقات المجموع والفرق 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) sin sin15 45 30 4
6 2

º º º= - =
-

^ h

(2) tan135 tan 180 45 1 tan180 tan45
tan180 tan45

1º º º º º
º º

= - =
+

-
= -^ h

(3) º º ºcos cos75 45 30 4
6 2

= + =
-

^ h

(4) sin 5
4

, cos 5
3

, sin 17
15

, cos 17
8

= = = =β βγ γ -

 (a) sin sin cos cos sin1 85
13β β γγ β γ+ = + =^ h

 (b) cos cos cos sin sin 85
36β γ β γ β γ- = + =^ h

  tan 3
4

, tan 8
15

= =γ β -

 (c) tan 1 tan tan
tan

84
13tan +

=
-

=
-

+γ β β
β

γ
γ

^ h

(5) º º ºsin sin42 17 25- =^ h

(6) π
sin sin5 2 10

7π π
+ =` j

(7) ºtan tan19 47 66º º+ =^ h

(8) x x
π

cos cos7 7
π

- = -` `j j

(9) x x xsin sin3 2- =^ h

(10) tan y x2 3+^ h

(11) sin cos
sin cos cos sin

sin cos
sin

x x
x x x x

x x
x3 3 2-

=  
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المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (b) (4) (a) (5) (d)

(6) (c) (7) (c) (8) (d) (9) (b) (10) (b)

(11) (d)

نْ 9-5 تمرَّ متطابقات ضعف الزاوية ونصفها 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) cos sinx x2 1= +^ h

(2) sin cos cos sinx x x x2 2 2
= + -

(3) cos cos cosx x x x2 4 33
= + = -^ h

(4) cos cos cosx x x2 2 1 8 8 12 24
= - = - +

(5) = = =
sin sin cos sin cos

sin
csc tanx x x x x

x x x2
2

2
2 1

2
2

#

(6) = = =sin sin cos cos sin sin cos cos sin sin cosx x x x x x x x x x x3 2 2 2 2 1 4 12 2 2
+ + - -^ ^h h

(7) cos cos sin sin cos sin cosx x x x x x x4 2 2 1 2 2 1 2 2 1 82 2 2 2
= = - = - = -^ ^h h

(8) =sin
cos

15 2
1 30

2
1

2 3° °
=

-
-

(9) º º
º

tan sin
cos

195 390
1 390

2
1

1 2
3

2 3=
-

=
-

= -

(10) ºcos cos75 45 30 4
6 2

º º= + =
-

^ h

(11) (a) tanx  (b) tan
x
2  (c) tan

x
2

2

(12) 2 2 2
1

13
2 13

πtan sin
cosx x x x

4
3π

(1 1 = =
-

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (a) (3) (a) (4) (a) (5) (a)

(6) (c) (7) (b) (8) (d) (9) (c) (10) (c)
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اختبار الوحدة التاسعة

(1) cos sinx x
1  (2) cos sinx x-  (3) 1

(4) secx2  (5) cos
cos
x
x

1
1 4

-
-  (6) sinx x0 2

π
1 1` j

(7) tanx  (8) sin cosx x+  (9) 2 3+

(10) 4
6 2-  (11) sin sinx y2  (12) sin cosx x-

(13) sinx  (14) (a) 12
11π  (b) (1) 4

2 6- -  (2) 4
6 2-

(15) 25
24  (16) 2

3

تمارين إثرائية

(2) غير متساويين (1) غير متساويين 

(3) sec cscx x1 +  (4) cos sin
cos sin

x x
x x

-
+  (5) 0

(6) (a) cos sin cosx y y2 2 2
= +^ h

 (b) sin sin cosx y y2 2 2
= -^ h

(7) x k k24
π π Z!= + ^ h

(8) , , ,k k k k k2 2 2 24 4
3

4
5

4
7π π π π π π π π Z!+ + + + ^ h

(9) k k24
π π Z!+ ^ h

(10) , , ,k k k k2 2 2 26 6
11

4 4
7π π π π π π π π+ + + +

(11) , , , , ,4
3

4
7

12 12
13

12
5

12
17π π π π π π

(12) ,k k k2
2

2 6 3
π π π π Z!+ + ^ h

(13) 3 2-  (14) cos cosx y 12 2
+ -

(15) (a) 3
3  (b) cos x

3
30

2 º+^ h

(16) cos x4 2^ h

(17) (a) cos cos cos sin sin cos sin cos cos cos sin sinx y z x y z x y z x y z- - -

 (b) cos cos cosx x x3 34 3
= -

(18) 2 ,, ,k k k k22 3
4

3
5π π π π π Z!+π + +

(19) 2 , 2 ,1 0 ; ,xcos tan k k k kx2 1 4 3
2

3
4π π π π π π Z!- = + ++ +^ ^h h

(20) , ,,k k k k6 6
5

2
π π π π π π Z!+ ++
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(21) 
tan 1

tan tan
x

x xy 2

2

=
-

+

 2
1 3

tan 1
tan tan

x
x x
2

2+
=

-

+

 tanx 2 3= +

(22) (a) tan
tan
tanx

x
x

2
1
2

2=
-

 (b) tan tanx x 0!^ h

(23) cos cos sin
x x x

2 2 2 2-` j

(24) (a) 4
1 5- -

 (b) 4
1 5- +

 (c) ,cos cosx x x x4 5
2

5
4π π

(= = =

(25) cos18 4
1

10 2 5º = +

 sin36 18
1

5 10 2 5º = - +^ h

 sin9 4
1

4 10 2 5º = - +

(26) m BAM m MAC α= =^ ^h hW W

 (a) sin sinAB
BM a b2(α α= =

 (b) m DCB α=^ hW

 (c) cos cossin
CD
BC CD b2(α α α= =

 (d) sin cosArea ABC b2 α α=^ h

 (e) sinArea ABC b 22
1 2 α=^ ^h h

 (f) sin sin cos sin sin cosb b2 2 22
1 2 2

(α α α α α α= =^ ^h h

نْ 10-1 تمرَّ المستقيمات والمستويات في الفضاء 

المجموعة A تمارين مقالية 

كلاّ، المستقيم يمكن أن يكون موجودًا في أكثر من مستوٍ واحدٍ.  (1)

كلاّ، النقطة تنتمي إلى عدد لا ينتهي من المستويات.  (2)

نعم، مستقيمان متقاطعان يعينان مستويًا واحدًا فقط.  (3)

نعم، فالشكل EFGH شبه منحرف يعينّ مستوي واحد فقط (يوجد مستقيمان متوازيان).  (4)

نعم، فالشكل EGA مثلث يعينّ مستوي واحد فقط.  (5)
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. , , ,ABC BCD ADB ACD^ ^ ^ ^h h h h :المستويات الأربعة هي  (6)

(7) ,E ABCAC ACa ! 1 ^ h

 E ABC` ! ^ h

 ,E ADCAC ACa ! 1 ^ h

 E ADC` ! ^ h

.B النقطة  (a)  (8)

.B ،A الذي يمر بالنقطتين l المستقيم  (b)  

.l المستقيم  (c)  

M

C

G

D

E
L

F

H

A B

 (9)

 (a) ABAGH ABC+ =^ ^h h

 (b) BDBFH ABCDk =^ ^h h

 (c) LM AD BCADL BCLk ''=^ ^h h

A

B

π1

π2

 (10)

(11) (a) AB BC BD+ =^ h " ,

 (b) AB ACD A+ =^ h " ,

 (c) BCABC BCDk =^ ^h h

(12) (a) BD ND D+ =" ,

 (b) AD BC+ z= (متوازيان)   

 (c) BD ML+ z= (متخالفان)   

 (d) ML ABLK L+ =^ h " , 
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 (e) BD

 (f) ND BL' (يشكلان مستويًا)   

لا يشكلاّن مستويًا لأنهّما مستقيمان متخالفان.  (g)  

 (h) ,CMN NCMN D ADK AD Ka = =^ ^ ^ ^h h h h

      DN فهما يتقاطعان في 

(13) (a) ,M AB AB ABC M ABC(a ! !1 ^ ^h h

   ,A A ABC ABCL C C L(a ! !1 ^ ^h h

   ML ABC` 1 ^ h

ML BC K `+ = " , ^ABC وهما مستقيمان غير متوازيين  h ينتميان إلى ,BC ML a  (b)  

ML BC Ka + `=" ,  ML BCD K+ =^ h " ,  (c)  

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (a) (3) (b) (4) (b) (5) (a)

(6) (a) (7) (b) (8) (c) (9) (c)

نْ 10-2 تمرَّ المستقيمات والمستويات المتوازية في الفضاء 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) (a) ,AK BL CM // BL AK CM`a ' '^ h

 (b) AK CM' (المستقيمان المتوازيان يعينان مستويًا)  

 (c) ,AD KN KN MKN AD MKN(a ' '1 ^ ^h h

.π π إذا كان موازيًا لمستقيم ينتمي إلى  l موازيًا للمستوى  يكون   (a)  (2)l

K

m

n
π

 .π l محتوى في  أو     

k n ππ `' 1  ، k n' انظر الرسم:   (b)  

ML ABCD ML AB`' '^ h في المثلث SAB، لدينا   (3)

MN بحيث  ^ABCD هو  h مع GEM^ h وتقاطع EG ABCD' ^ h ومنه EG AC `' في المكعب EACG متوازي أضلاع   (4)

MN EG' أن 
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AB SCD CD SCD`' 1^ ^h h و AB CD a'  (a)  (5)

حيث   MN بالمستقيم   SDC^ h مع  يتقاطع   ABM ABM ABM ABN` a =^ ^ ^h h h بالمستقيم  يمر   ABM^ h  (b)  

MN CD' CD فيكون  AB' MN ولكن  AB'

C
K

D

I H

J

A

B

انظر الرسم.   (a)  (6)

IJ وبالتالي IJKH هو مستوي HK IJ AC HK` a' ' '  (b)  

JK وبالتالي: ABD' ^ h فيكون JK BD' ولكن     

.IH BD' IH ومنه  JK' IJKH ويكون:  ABD IH+ =^ ^h h    

A

B N

M

C

D
π1

π2

إذا وازى مستقيم مستويًا فكل مستو يمر بهذا المستقيم يقطع المستوي    (7)

بمستقيم يكون موازيًا للمستقيم المعطى لذا:  

MN AB'  

MN CD'  

. AB CD' فيكون   

,AB EF AB EF a'=  (8)

A

F

E
B

C

D

   ,AB CD AB CD a'=  

,EF CD EF CD a'=  

ومنه CDFE متوازي الأضلاع.  

π2 بمستقيمين متوازيين فيكون   ،π1 ` يشكلان مستويًا وهذا المستوي يقطع المستويين المتوازيين  CD, يتقاطعان  AB a  (9)

BD وبالتالي المثلثان: MBD ،MAC متشابهان. AC'

MB
AM

BD
AC

= ومنه نستنتج:   

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (b) (3) (b) (4) (b) (5) (a)

(6) (c) (7) (d) (8) (c) (9) (b) (10) (c)

(11) (c) (12) (a)

نْ 10-3 تمرَّ تعامد مستقيم مع مستوٍ 

المجموعة A تمارين مقالية

إذا كان المستقيم عموديًّا على جميع المستقيمات الواقعة في المستوي.  (a)  (1)
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π

 (b)  

FG BC و AD و EH و  (a)  (2)

FGHE^ hو BCDA^ h  (b)  

AD CGH= ^ h إذًا ،AD DH=  ،AD DC=  (c)  

AM متعامد مع  BD أيضًا المثلث ABD متطابق الضلعين في A إذًا  CM متعامد مع  BCD  (a) مثلث متطابق الضلعين في C. إذًا   (3)

.BD ACM= ^ h :فيكون BD AM=  ،BD CM= BD بما أن: 

.AC ، خاصة  AMC^ h متعامد مع كل المستقيمات التي تنتمي إلى BD AMCBD إذًا  = ^ h  (b)  

ABC^ Oh BC مركز  BC في منتصف  AO يتقاطع مع   (4)

. AOMBC = ^ h :فيكون MO BC= AMC لذا  MO=^ h AO، ثمّ  BC= ABC مثلث متطابق الأضلاع، إذًا   

 .D في النقطة AB π= 1 AB لذا  DE= A كما أن  FDB = A فيكون  BCB = FD ولكن  CB' في المثلث ABC لدينا   (5)

. ABπ π π` ='1 2 2  ، πAB a= 1

BCD AB a=^ h 3 وبالتالي المثلثان BCD ،MNP يقعان في مستويين متوازيين، 
1

AB
AM

AC
AN

AD
AP

= = = لدينا:   (6)

.M في النقطة MNP AB `=^ h  

.C قائم الزاوية في SBC 100 وبالتاليS BC C2 2
=+  ، 100SB2

= في المثلث SBC لدينا:   (7)

.SC EF= EFGSC ومنه  = ^ h فيكون EFG ABC'^ ^h h ولكن SC (ABC) SC BC`= = SC و AC a=  

,CD EF ` π فهما متوازيان  CD, عموديان على المستوي  EF a  (8)C E

FD

 CDEF^ h فيكون تقاطع CEπ a' يشكلان مستويًا،   

.CE DF' DF بحيث  π هو  مع   

CD DF= πCD فيكون  = ومنه CDFE متوازي أضلاع ولكن   

وبالتالي CDFE مستطيل.  

DA AC` =  ،DA AB a=  (9)

D

N

B

M

A

C     ABD وفي المثلث ABCDA = ^ h  

ABCMN MN AD`= '^ h لدينا   

CA AD` =  ،CA AB a=  (10)

ED AB= ABDED ومنه  = ^ h فيكون CA ED' ABDCA ولكن  = ^ h  

. BCLLM = ^ h ومنه LM BC= LM و BL LM BA CD` a= ''  (11)
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المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (b) (5) (b)

(6) (b) (7) (b) (8) (b) (9) (c) (10) (b)

(11) (b)

نْ 10-4 تمرَّ الزاوية الزوجية 

المجموعة A تمارين مقالية

. B AMDC `= ^ h CB, ومنه:  A CB AMD a= =  (a)  (1)

 (b) AMD
%

 (c) , ,tanAM
x

AMD AMD2
3

1 45º= = =^ ^h h%%

(2) BACm 60º=^ hW

ولكن   BEF هي   ,CD ABCDF^ ^h h الزوجية  الزاوية  فتكون   B CDE = ولدينا   FB CD FB ABCD` a= = ^ h  (3)

. ºm BEF 45=^ hW FB لذا:  EB=^ h ومتطابق الضلعين B قائم الزاوية في FBE المثلث

AM B ºA C m MA m MABC 90 a`= = =^ ^ ^h h hW W  (a)  (4)

C

M

A

D

B

cm10

 MADBC = ^ h فيكون A BCD = AM كما أن  BC= ومنه:     

M BCD = A ثم  BCD = الزاوية الزوجية هي ADM لأن   (b)  

.A قائم الزاوية في MAD والمثلث    

5
5 3

3ADMtan = =^ h 5 وبالتالي:  3AD =  ، 5cmMA = لدينا     

m ADM 60º=^ hX أي     

CD ومنه  SMI= ^ h نستنتج M CDS = SM لذا  ABCD= ^ h ثم MI CD= M لذا  BCI ' (a)  في المثلث DBC لدينا   (5)

.SCD, ABCD هي الزاوية الزوجية للمستويين MISU CD وبالتالي  SI=

.m S MI 30º=^ hU 3 ومنه 
3

MIStan =^ h 3 لذا  cmMI =  ، 3 cmSM = المثلث SMI قائم الزاوية في M حيث   (b)  

.m BMC 120º=^ hY CM هي الزاوية الزوجية وبالتالي  SMBMC ` =Y  ،BM SM a=  (6)

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (a) (5) (a)

(6) (d) (7) (c) (8) (c) (9) (c) (10) (b)
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نْ 10-5 تمرَّ المستويات المتعامدة 

المجموعة A تمارين مقالية

OAB COM=^ ^h h إذًا . OAB^ h متعامد مع المستوي CO النقاط O, M, B, A تنتمي إلى نفس المستوي.   (a)  (1)

CAB COM=^ ^h h ومن ثم AB CMO= ^ h وبالتالي AB OM=  ،AB OC=  (b)  

AB ACD= ^ h وبالتالي AB DH=  ،AB AC=  (a)  (2)

AB ACD= ^ h لأن  (b)  

CD ABD= ^ h :لذا ،CD AB=  ،CD AD=  (c)  

CDB ABD=^ ^h h :لذا ،DC ^CDB يحوي  h بما أن  (d)  

FBCG ABCD=^ ^h h إذًا ،AB BCGF= ^ h :ومنه AB BF= AB و BC=  (a)  (3)

2AC (أوتار المربعّات متساوية). AF FC a= = =  (b)  

.ACF عمود في المثلث AM لأنّ ACF متطابق الأضلاع لذا   (c)  

ABG BCGF=^ ^h h لذا BCGAB F= ^ h  (d)  

ABFC G= ^ h فيكون FC AB= FC و BG=  (e)  

cmEI 2 3= cmEC ومنه  DF AG DH 4 3= = = = في المكعب أطوال الأقطار الأربعة متساوية وبالتالي:   (a)  (4)

cm2 فيكون المثلث EIF متطابق الضلعين. 3EI IF= =  (b)  

MI هي الزاوية الزوجية للمستويين:  KY KM فتكون  EF= IM ثم  EF= IM قطعة متوسطة في المثلث متطابق الضلعين إذا    (c)  

.EFCDو EFGH

m m IM KE HD 45º= =^ ^h hW Y MK فيكون:  EH'  ، IM ED'  (d)  

. EFCD AEHD=^ ^h h فيكون CD A DEH= ^ h والمعلوم أن AEHD^ h هو AEH^ h ثم EFCD^ h هو EIF^ h  (e)  

إذا تعامد مستويان على نفس المستقيم فهما متوازيان وكل مستوٍ يقطع أحدهما فهو يقطع الآخر والتقاطع هما مستقيمان متوازيان لذا   (5)

CD كما أن تقاطع  AD لذا يمر في منتصف  CA هو مستقيم يمر بالنقطة I ويوازي  ^CAD مع المستوي العمودي من I على  h تقاطع

. CB AB لذا يمر في منتصف  CA هو مستقيم يمر بالنقطة I ويوازي  ^CAB مع المستوي العمودي من I على  h

cm3ED DB EB 5= = =  (a)  (6)

. A DBEI G=^ ^h h فيكون ADB E= DB و EI=  (b)  

. BIM IAM=^ ^h h فيكون MB IA= MB و MA=  (a)  (7)

. BIM AHK=^ ^h h :وبالتالي AH IMB= ^ h فيكون AH IM=  ،(a نتيجة من) AH BM=  (b)  
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المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (a) (5) (a)

(6) (a) (7) (c) (8) (b) (9) (b) (10) (b)

اختبار الوحدة العاشرة

لا، ثلاث نقاط على استقامة واحدة لا تعين مستويًا واحدًا.  (a)  (1)

AB مستقيمان متوازيان يحدّدان مستويًا واحدًا.  ،GH نعم،   (b)  

. ABG^ h ، EFM^ h ، ABD^ h  (c)  

(2) (a) NM BD'

 (b) ABD CNM MN+ =^ ^h h

 (c) CNB ABD BN+ =^ ^h h

EF HG' EF و AB'  (a)  (3)

AB GH' إذًا     

في شبه المكعّب ABCDEFGH لدينا:  (b)  

DB لذا HDBF هو مستطيل. HD= DH لذا HDBF متوازي أضلاع ولكن  FB= HD و FB'    

ABCDHF ' ^ h لذا ، DBHF ' بما أن   (c)  

GE DB^ h إذًا يعينان المستوي ،EB GD' في المكعّب، نعلم أنّ:   (a)  (4)

 (b) ( ) ( )BEGD AHFC IO+ =

AH FC= AH و CF' لدينا   (c)  

AC HF وO منتصف  I منتصف     

AH IO FC'' ^CFHA وهما يمران في مستقيمين متوازيين إذًا  h وإلى GDBE^ h ينتمي إلى IO    

KN  (نظرية المنتصفات في المثلث). AC
2= KN و AC'  ،ACD في المثلث  (a)  (5)

AC LM KN' ' LM، إذًا  AC
2= LM و AC'  ،ABC في المثلث    

LM KN'  (b)  

LK BD
2= LK و BD'  ،ABD في المثلث    

MN BD
2= LK و BD'  ، :MN BD BCD' في المثلث     

KN LM= KN و LM' KL و MN= KL و MN' إذًا KLMN متوازي الأضلاع لأنّ:     

لأنّ KLMN متوازي الأضلاع إذًا القطران يتقاطعان.  (c)  
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مستقيمات  جميع  مع  متعامد   HG و  HG BFGC= ^ h  ،GH GC=  ،GH GF= إذ   ،ABCDEFGH المكعّب  شبه  في   (6)

BG ، خاصة  BFGC^ h

90m ABD m ABC º= =^ _h i% % AB ضلع مشترك، و BC ؛  BD= في المثلثين ABC وABD لدينا:   (7)

m ACB m ADB=_ ^i h% % ABCT وABDT متطابقان (SAS) و إذًا   

%BCD متطابق الأضلاع) DC  (لأن المثلث  BM= AB و DC= AB إذًا  BCD= ^ h  (a)  (8)

DC ABM= ^ h إذًا    

DC AM= DC إذًا  ABM= ^ h  (b)  

. BMN CD' ^ h وبالتالي CDMN ' SD لذا   ،SC MN يمر بمنتصف   ،SCD في المثلث  (a)  (9)

وبالتالي:  المعطى  للمستقيم  موازيًا  يكون  بمستقيم  المستوى  يقطع  المستقيم  بهذا  يمر  مستو  فكل  مستويًا  مستقيم  وازى  (b)  إذا   

PL CD'

AD IJM= ^ h فيكون AD JM= AD و IJ=  (a)  (10)

AD AEB= ^ h فيكون AEAD = AD و AB=  (b)  

AD لذا فهما متوازيان. EA متعامدان على  B^ hو IJM^ h  (c)  

IJ ADHE= ^ h فيكون AIJ D= IJ و JM= 90m لذا  IJM m CDH º= =_ _i i% %  (d)  

 AIJ π2=^ h AJ فيكون  π= 2 AIJ وبما أن:  π= 1
^ h πAI فيكون  = 1 بما أن   (a)  (11)

d AIJ= ^ h لذا AJ d=  ،AI d= بما أن   (b)  

d IJ= d، لذا  AIJ= ^ h بما أن  (c)  

تمارين إثرائية

^ABCD وبالتالي O, D, A تقع على استقامة واحدة. h ، ADHE^ h تنتمي إلى كل من المستويين O, D, A النقاط  (1)

L, B, A يحتوي على النقاط ABL^ h والمستوي . CDM^ h إذًا تنتمي إلى CD L تنتمي إلى   (a)  (2)

 (b) ABL CDM LM+ =^ ^h h

. AG 1، لذا O منتصف  OM
AOX O

OG
= = بما أن   (a)  (3)

. AE ، لذا O هي منتصف  F FE
FAE

Y
X

1 = = بما أن   (b)  

. OF GE' AE لذا   ،AG OF يجمع منتصفي   ،AGE في المثلث   (c)  

. GE XYHM' ^ h لذا OF XYHM1 ^ h ولكن GE OF'  (d)  

AAD BC= ^ h لذا AAD C=  ، A AD B= بما أن   (a)  (4)

AD CB= AD لذا  A CB= ^ h بما أن  (b)  

A A CB D= ^ h لذا A AB D= AB و AC= بما أن   (c)  
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EX ABC YF+= G^ ^h h فيكون X ABC FY+! G^ ^h h ثم E ABC FY+! G^ ^h h  (a)  (5)

XE BC FG' ' إذا تقاطع مستويان يمران بمستقيمن متوازيين فيكون تقاطعهما مستقيمًا موازيًا للمستقيمين لذا   (b)  

. CF BAD= ^ h فيكون ACF D=  ، ABCF = بما أن   (a)  (6)

. CF DB= CF لذا  ABD= ^ h بما أن  (b)  

. A DBABC =^ ^h h لذا BC ABD= ^ h بما أن  (c)  

BD CE= BD ومنه  EFC= ^ h لذا BD FE=  ،BD CF= بما أن   (d)  

m FEC 48 11 23. c l m^ h Cos ومنه:  6
4

3
2

FEC = =^ h\ FEC لذا 
% المثلث CFE قائم الزاوية في F والزاوية الزوجية هي   (e)  

نْ 11-1 تمرَّ مبدأ العد والتباديل والتوافيق 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) (a) 126 964
=  (b) 6 3605 4 3# # # =  (c) 5 3 3 1804# # # =

(2) (a) 5 3 1 04 2 2# # # =  (b) 4 13 2 24# # # =  (c) 32 4 2 48# # # =

(3) 6 طرق بأربع خطوات لكل منها.

(4) (a) !4 1 23- = (نطرح 1 الذي يمثل ترتيب الإطارات قبل التبديل) 

 (b) !5 1 119- =

(5) (a) P 88 1 =  (b) P 3 2 63 2 #= =

   (c) 8P 8 7 6 3363 # #= =  (d) P 60 4809 6 =

(6) !15 1307674368 000=  (7) 4 3 12# =

(8) (a) n 8=  (b) 3r =  (c) n 12=

(9) 6P 33=8 3

(10) (a) C 152 =6  (b) C C 4 4103 3# =97

    (c) C 14 4 =  (d) 6C C 15 20 356 2 3+ = + =

(11) C 33 0 971 175300 4 =  (12) C 2100 41 =

(13) C C 3 00315 10# =1 1  (14) 25C C 300 2 300 2 60025 2 3+ = + =

(15) (a) C 568 3 =  (b) C 568 5 =  (c) C Cn m n n m= - الخاصية 

(16) 51563 424

(17) (a) 17n =  (b) 6n =  (c) 7n =
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المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (a)  (5) (b)

(6) (c) (7) (a) (8) (c) (9) (a) (10) (b)

(11) (d) (12) (b) (13) (c) (14) (b) (15) (c)

نْ 11-2 تمرَّ نظرية ذات الحدين 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) (a) a a b b ba3 33 32 2
+ + +

 (b) a a b a b ab b4 6 42 24 3 3 4
+ + + +

 (c) 6 15 20 15 6x x y x y x y x y xy y6 5 4 2 3 3 2 4 5 6
+ ++ + + +

(2) (a) x x y x xy y y4 6 44 43 2 2 3
+ + + +

 (b) x x x xy y y y4 6 42 24 3 3 4
- + - +

 (c) 10 40 80 80 32x x x x x5 4 3 2
-- + - +

(3) (a) y yx x y x x xy y9243 405 70 0 52 15 4 3 22 3 4 5
- + - + -

 (b) x x y x y x y y4 6 48 2 3 46 4 2
+ + + +

 (c) x x y xy y27 135 225 1253 2 2 3
+ + +

(4) 594 10x  (5) 27 8x  (6) x11

(7) x y823 680 8 7
-  (8) x y29568 10 6

.[ (x7 - y) هو [(أس  ، لأن (أس  (5 = y يجب أن يكون (أس   (9)

(10) x y30 870 2 3
-  (11) a b6590 25 3 3

-

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (b) (5) (b)

(6) (d) (7) (d) (8) (b) (9) (c) (10) (b)

(11) (d)
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نْ 11-3 تمرَّ الاحتمال 

المجموعة A تمارين مقالية

2 عدد أولي أصغر من 4. 1 3+ = ليسا متنافيين. مثال:   (1)

4، 4، 6 ليسا عددين أوليين. 6 24# = متنافيان.   (2)

(3) (a) 15% (b) 44% (c) 70% (d) 76% (4) 37
6

(5) (a) 5
2  (b) 15

8  (c) 15
7

(6) P t^ h P r^ h P t r+^ h P t r,^ h

 (a)
11
7

11
3

11
1

11
9

 (b)
2
1

12
5

4
1

3
2

 (c) 15
7

5
2

5
1

3
2

 (d) x
2

x2
3

x
1

x2
5

(7) (a) 4
3  (b) 39%

(8) (a) 6
1  (b) .0 54

(9) .100
30

100
17

100
47

0 47+ = =

(10) (a) 2
1  (b) 6

5  (c) 3
2  (d) 6

5

(11) . . .C 0 40 0 60 0 2510 4
4 6
# .^ ^h h

(12) . . .C 0 11 0 89 0 19394
4 26

30 # .^ ^h h

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (a) (5) (c)

(6) (b) (7) (d) (8) (b) (9) (d) (10) (a)

(11) (c)
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اختبار الوحدة الحادية عشرة

!P 12055 5 = = (3) تبديلاً.   C 455315 = (2) توفيقة.  C 462511 = (1) توفيقة. 

(4) t t t t1 8 24 32 1632 4
- + - +  (5) 7 (6) .0 0172.

9
4 (8) غير متنافيين؛   18

5 (7) متنافيان؛ 

كلاّ، 96 من مضاعفات العدد 3 والعدد 4.  (a)  (9)

 (b) 10
1  (c) 2

1

(10) . . .C 0 2 0 8 0 0884
10 4

6
# -^ ^h h  (11) . . .C 0 6 0 4 0 1243

3 5
8 # .^ ^h h

(12) (a) 0.3087 (b) 0.47178

تمارين إثرائية

(1) (a) . . .C 0 9 0 1 0 282412
12 0

12 # .^ ^h h

 (b) . . . . . . .C C C0 9 0 1 0 9 0 1 0 9 0 1 0 889112 10
10 2

11
1 1

12
1 01 2

12 12# # # .+ +^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h

 (c) .0 1109. P (على الأقل 10 ثمرات... ))  1- h

310 كل كلمة مكونة من 10 أحرف وكل حرف يمكن اختياره من بين 3 أحرف:   (a)  (2)

 (b) (i) 39

  (ii) 37

  (iii) 39

!3 37
# 37 لبقية الخانات أي  3! طريقة، ويبقى  يمكن ترتيب الخانات الثلاث الأولى بـ   (iv)    

3 2 58 025 210 10 10`- = ^ h ،A 310 ما عدا الكلمات التي لا تتضمن الحرف^ h كل الكلمات  (i)  (c)  

C 2 13 440 26 6
10 4 `# = C10 لاختيار خانات الحرف B ونكمل البقية بـ  4 هناك   (ii)    

10 2 2 61449 10
# + =  (iii)    

(3) (a) 4 10 4 0003
# =

 (b) 1 10 9 8 720# # # =

 (c) 4 10 10 5 2 000# # # =

 (d) 1 10 7 6373 3
# - =^ h

(4) 1 1
P 3 0249 4

=

(5) 6
1 2

2
1

5 1
n n n n n

n n+ =
- - -

-
^ ^ ^

^
h h h

h

 1 6
2

2
1

5 0 29n n
n

n`-
-

+ - = =^ h: D
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هناك !20 طريقة لتوزيع أجزاء الموسوعة  (6)

!18 طريقة لتوزيع بقية الأجزاء  

19 مكانًا للجزء 2 ويمكن تبديل موقع الجزءين 2 ,1  

20!
18! 19 2

10
1P # #

= =     

(7) (a) 5 (b) 2 (c) 0.15 0.0000765
.^ h

 
بيضاء

سوداء

بيضاء

سوداء 20
8

الكيس الأول

الكيس الثاني
2
1

2
1

10
6

20
12

10
4

 (8)

 2
1

10
4

2
1

20
12

2
1

# #+ =

(9) .C 2
1

2
1

0 31256 3

3 3

# =a ak k

`   القطعة غير معدّلة             

(10) (a) 19 (b) 23

كلاّ، لأن 40 مثلاً هو من مضاعفات كل من العددين 4، 5  (c)  

(11) (a) 1
4  (b) 1

4 64
13

=a k
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