
تعلُّم  فرص  وتؤمّن  يوميةّ،  حياتيةّ  مواقف  ياضياّت  الرِّ سلسلة  تطرح 

كثيرة. فهي تعزّز المهارات الأساسيةّ، والحسّ العدديّ، وحلّ المسائل، 

الشّفهيّ  التعّبير  مهارتيَِ  وتنميّ  والهندسة،  الجبر،  لدراسة  والجهوزيةّ 

الموادّ  مع  تتكامل  وهي  ياضيَّات.  الرِّ في  التفكير  ومهارات  والكتابيّ 

الدراسيةّ الأخرى فتكون جزءًا من ثقافة شاملة متماسكة تحفزّ الطلاّب 

على اختلاف قدراتهم وتشجّعهم على حبّ المعرفة.

تتكوّن السلسلة من:
كتاب الطالب  

كتاب المعلمّ   

كرّاسة التمارين  

كرّاسة التمارين مع الإجابات  

وزارة التربية
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Properties of Addition and Multiplication of Real Numbers  
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Using Calculator  áÑ°SÉëdG ádB’G ΩGóîà°SG- 1

 ad �*B

HD!Fq&& − G!qpF + E!�q� :}8*;�� �$��

:</��
1035�66  :	l*��� P�( ��+%   743�13   +   941�08   −   648�55   =   :<.'�

p�&qDD = }8*;�� c� t�  
</8 c� ��*�

H��DEq�� − �!!&q! :}8*, �$��  

 a�d �*B

H�F  �F − �  &G + E  �! :}8*, �$��

 :</��
 7  a bc  3  a bc  4  +  13  a bc  5  a bc  9  −  28  a bc  3  a bc  8  =    :<.'�

HE &
E� − = }8*;�� c� t�  −7  5  72   	l*��� P�( ��+%

</8 c� ��*�
H& G

� + �  �F − �E  !E :}8*, �$��  �

 a�d �*B

HFp × Fq� + Ep × �q&! :}8*, �$��

 :</��
 3�54   ×    10   ê   7   +   8�31   ×   10   ê   8   =   :<.'�
 866�4 × 106   ��+�A  ENG   F@f�  866 400 000   :	l*��� P�( ��+%

Dp × FDDq! t�  
</8 c� ��*�

H!p × !q��F − &p × �qDE :}8*, �$��  �
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:</��
z = ��F& 2�*��*4� 2  	l*��� P�( ��+%  5         Fx   32   =  :F@f�  �  

{   56�4   +   2   }   ÷   {   31�3   ×   0�8  }   =  :F@f�  "  
*W�%��8 �q��� :	4*$]�   2�332 268 371   	l*��� P�( ��+%   

</8 c� ��*�
 !
q� × Fq + �qF   "  �!pF!  �   :�$��  !

:áÑ°SÉëdG ádB’G ΩGóîà°SÉH »fƒædG Qòé∏d á«Ñjô≤J áª«b OÉéjEG- 2
Estimating nth Root Using Calculator  
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H*W�%��8 � = }8*;�� c� t�  2�954 176 939   	l*��� P�( ��+% 
</8 c� ��*�
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 }8*;�� �$��  &
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H2�k '�( "�K� P�r }8*;�� * W4��
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�� F� :�$��
:</��

H*W�%��8 � = }8*;�� c� t�  2�103 271 381   	l*��� P�( ��+% H       F3   {  214  a bc   23  }   =  :F@f�
</8 c� ��*�

H2�k '�( "�K� P�r }8*;�� *W4��
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Estimating Square Root
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Square Root  23�4���� 567��
" = �  *
�;( " '�3�� 23�4�8 56$ �o  '�3��

Properties of Square Roots  á«©«HôàdG QhòédG ¢üFÉ°üN

oF × F = o F   :o ,  ��	4&2 ��W�=�=� �@C�� AB :"�T�� 	�S*.
 F
oF

 = oF    :o ,  ��	4&2 ��W�=�=� �@C�� AB :	�=��� 	�S*.
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H�−
&  , �

& *�o c*�3�4���� c�567��   �
& ± = GF±

�&F = G
�&F ±  #$  

H�QS �o ���� 23�4�8 56$ �QL��   p = pF  '  
 HU 2A � n�3
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H� n�3
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</8 c� ��*�
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Estimating Square Roots  á«©«HôàdG QhòédG ôjó≤J - 1
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 ?
 ���% 	�[����� 9*$�5��� �%�I g*�,r 	���*=�� 2A 	
*3�� 	�%�/�� >5�'r 95�K

Ha<M��� �+,�d H9*$�5��� �%�I <B�% t6�� Y���=��� F1�� 	�'*3
 �$�� H	�%�/�� <.�' >*���� 2=�[���
:</��

� = �
 = >*���� F. <�
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� − = - >5�L�� P�( 2o 9*$�5��� F. 	�'*3
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!
�
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 − = �
" = �
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 a&d �*B

 �(*� H?M�% *
 �LK� j��I c�M% ��/4 	�%�/�� t�� g*
 ��I�. �
 Y�*$ �%�% HY�*$ 	�%�� ?
 "���*4 g*
 ���$ ��%

H��w ���/8 P�( Y�*$
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Ha���)� c���*4d Y�*$ 	�%��� ah5�)� c���*4d g*��� ���$ Y���� ?n��%
− = �

�− = g*��� ���$ <�
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 � Wwr
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�

−
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!
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H\ = - j;
� p = " t� " + ad = 

H\ = - j��'*3
 t6�� Y���=��� *X�,*�4 Y��,
H�*���� ��I�. ��% ��� F1�� Y���=��� �6o <B�%
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Solving a System of Two Linear Equations

 8-1
a*�$���;M8d >��Q
 	
��3


:	@�L�� ���3, ,	��*/�� 	�0� 2A 9*,*���� �*.']
  MODE   EQN   a

n
x + b

n
y = c

n

��   
�  MODE   MODE   EQN   2 Unknowns

	l*��� P�( ��+%
cba
����
���z

  1p��
� �#�,� 1	'��
� �E~� 9:,2     :	+�b

ax + by = c   , �4 = f o + F     

 1,4��#! ��.@ ?
)
 ��O0 +
� 1	'�� 1
L �2 �����	
� 3�OC� 1p�K G���   �      
�1	'�� 1
L �b! �H�#
� ��
�
�

	�,*���� ������ <��/8 :�*�M���
z + Fz = f

� = � + fz − F�.  #$   � + Fz = f
Fz = f.  "   � + Fz = f

� + F− = f.  �  
:1�
��
� 1d'B� �� �40 �EC�,#
� �2 ��_ �b
  �
?�*C�� �2 ?1����2 U�=� 1����	
� �&'�
 �*  �  

 1����#
� U�=.
� C�� ��! 1DU,
� �2 �1�M�
� �EC�,#
� �2 ��_ �� I�2 ��! ><�D  "  
?���#
��

 2,*���� Y���� c*k �wr H*�=Q, 9���@���� ��1�=8 �Bk� �� ?���'*3
 ?
 	(��7
 �o 9C'*3
 �*+,
H*X�M. * W
*+, P(�% �*+;�� cvA ,Y���=
 F. �o ?���'*3
 ?
 �*+, 2A 	�'*3
 <M�
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•   ?���'*3
  �*+,  <� 
*X�,*�4 ?���M.

•   ?���'*3
  �*+,  <� 
 ���1��*4  ?���M.

�6/�� 	�%�I
•   ?���'*3
  �*+,  <� 

 ���1��*4 *X�,*�4 ?���M.
_%�3��� 	�%�I

:á«°VÉjQ áeƒ∏©e

 \��K)�  ��1�=,
 	4*�k  <�K  .  >���M��

H9C'*3��� �*+,

IMO ��:� &* � = f� + Fz
� = fz + F−. ZU`#H

���:.
� �EC�,2 �� �=�� I�
� ����p�#
� 9�D C�$@� &* �EC�,2 ��:� ��
�������! �#5�EC�,2 ��`#�! � ��'�.* ����MO ���
C�,2 ��:� �� �b#@



^z

H���/�� ?
 2[*�,C '�( �� ,<� C �� ���� <� j� c�M% c� ?���M. ?���'*3
 �*+;� ?M�%
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z

z
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z

z
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��z− �−�−
z−
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�

z

z

�

�

�

��−�− �− z− �−
z−

c*3I*��
 c*����=���
���� <� �*+;��

c*��M;
 c*����=���
���/�� ?
 2[*�,C '�( �*+;��

c*%����
 c*����=���
�*+;�� <� C

 ad �*B

H</�� ?
 ��/8� *X�,*�4  = -� − \�

p = -! + \�. �*+;�� <� 	(��7
 �$��
:</��

Ha ,�d �o </�� c� ���% H?�����=��� VI*�8 	M�, �$��� ,	�'*3
 <k <B�% t6�� Y���=��� *X�,*�4 Y�5�  
:��/8

�
� � z

z

�

�

�

�

^

^

�

�

��−
�−
z−
�−

� = f� − Fz

�� = f� + F�

aq�d

   H?���'*3��� *��k ��/% a ,�d R8���� ��^�� c*k cr *
 ��/8  
-� − \� =-! + \�p =

ad� − a�d� =?ad! + a�d�p =?
� − ! =?! + Dp =?
✓    =?p✓   p =  

{a ,�d} = �*+;�� <� 	(��7
 ∴
</8 c� ��*�

H</�� ?
 ��/8� *X�,*�4 & = - + \�
− = - + \−. �*+;�� <� 	(��7
 �$��  
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H9C'*3��� 2A "�T��� V�7�� 	�S*. ��1�=, H�6/�� 	�%�M4 * X%��$ ?���M. ?���'*3
 �*+, <� ?M�%
 a�d �*B


:á¶MÓe

 c*k  �wr  *
  	A�3
  ?M�%
 	,5*��4  ����  <� �*+;��
 �wr  :?�����=���  2��

 ,?�����=���  b�
  s��.�

H���� <� �*+;�� c�M�A

        � = - − \�
E = - + \�. �*+;�� <� 	(��7
 '*7%] �6/�� 	�%�I ��1���

:</��  
 - − \�� = 23�7�� \�M3��� �o 	�,*B�� 	�'*3��� 2A - <
*3
  

?���'*3��� V�7, ��6� P��)� 	�'*3��� 2A - <
*3��  �  - + \�E =
\&p =
\   � =  

 - + \�E =?���'*3��� ���r ��.�
- + a�d�E = �  	�'*3��� 2A � #4 \ ?( � n�(

 - + DE =F �=4
 - =

H{a ,�d} = </�� 	(��7
  

</8 c� ��*�
 = -� + \�

p = -! + \�− . �*+;�� <� 	(��7
 '*7%] �6/�� 	�%�I ��1���  �

 	n�S*. ���1��*4 �.�� 23�7�� \�M3��� *��;
 <k a\ ��d - b
*3
 u�L% ��/4 �*+;�� 2��'*3
 ��S � n�/8 c� ?M�%
H9C'*3��� 2A "�T��

 a�d �*B

� = -� + \�

! = -& − \�. �*+;�� <� 	(��7
 '*7%] �6/�� 	�%�I ��1���
   � = -� + \� :</��  
 �  ! = -& − \�  

-� + \� HHH� =    & 2A     	�'*3��� "�f�& = -& + \p
V�$� -& − \� HHH! =    � 2A  �   	�'*3��� "�f�!� = -& − \G

&E =   \G
� =    \  

.
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  -� + \�� =?���'*3��� ���r ��.�
-� + a�d�� =   	�'*3��� 2A � #4 \ ?( � n�(

 -� + D� =
 -�  �− =
 -  − =

{a− ,�d} = </�� 	(��7
  

</8 c� ��*�
� = �� + ��

� = � − �&. �*+;�� <� 	(��7
 '*7%] �6/�� 	�%�I ��1���  �

H_%�3��� 	�%�M4 * X%��$ ?���'*3
 �*+, <� * WT%� ?M�%
H	�,*B�� 	�'*3��� 2A j����4 j;( � n�(� ,?���'*3��� ���r 2A �.0� 	�C�4 ?%��@���� ��� 	��K ' n��

 a!d �*B

H  = - − \�

& = -� − \�. �*+;�� <� 	(��7
 '*7%] _%�3��� 	�%�I ��1���
H\ 	�C�4 - 	��K ' n�� ,a<��� *�,) *o5*��.� Y8d P��)� 	�'*3��� 2A :</��  

 = - − \�  
 − \� = -  

:*�����4 - ?( � n�( 	�,*B�� 	�'*3��� 2A  
& = a − \�d� − \�  

F �=4  & =   � + \D − \�  
� =      \�−  

− =      \  
 − \� = - 2A a−d #4 \ ?( � n�(  

 − a−d� = -  
!− = -  

{a!− ;−d} :</�� 	(��7
  
</8 c� ��*�

H_%�3��� 	�%�I * W
�1�=
 � + 5� = 9
D = 9! − 5&. �*+;�� <� 	(��7
 �$��  !
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� t*��� "�k �3� *
 H���� VMK D� t*���
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��/
 t*l "��k� D
� ^ D

�
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 ���� *�3MK
#� ^ �

VA'
=

5*;%' �qFpp
�qFpp =

Y�*� t*��� ?
 c*4�k
� ^ �

�
+

 ���� VMK D
#� ^ D

VA'
=

 ��,*,' &q�pp
&q�pp =

�qFpp = #�� + �D
&q�pp = #�D + ��. :�*+;�� </, 5*3�)� 	A�3��

 HpqFpp = #� ,pq�pp = � :P�( <L/, *�f�( ��� 2��� �[��M�� ?
 t� ���1��*4
H5*;%' pqFpp = ���/�� 	3MK �3�� ,5*;%' pq�pp  = t*��� "�k �3� c� t�

</8 c� ��*�
H Y$ �E& P�( �.0� *�T34� Y$ &pp P�( t��/% 9���3�� _34 ,>��( ! 2A 9*�4���� ?
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Solving Quadratic Equations in One Variable

`K*;�,� �MQ, *;('
:I
��
� 3�`#
� IH �#� ,����
�! 1���`
� 14<�
� �EC�,2 �,! W��! c#D >0 �	'

p = p + \E − �\ :	�'*3��� n<�  
:</��

� = �� + F� − zF  
� = {^ − F}{z − F}  

� = ^ − F  �0  � = z − F ∴
^ = F  �0  z = F A0

^ = F  �0  z = F &* 1
C�,#
� W�� � Z��
�����
�! �5� {�b#@ E �0} �,�@ �EC�,#
� �,! �b


:I
��
� 3�`#
� IH �#� ,"!�#
� 3�#��! I* ��O0 1=@�I �� M�	� ?
)

p = & − \D + �\ :	�'*3��� n<�

zf + - \� + zF = z{f + F}  :�2�b
� "!�#
� )O�� :</��
F� = f Fz  1
C�,#
� "2 1�<�=#
�!�  

\ = zf ,� = f  +� ����  
��2�� "!�2 +� ���.
 \ = zf ��H�M
 G��� 1
C�,#
� ��
 ,g���

^ = F� + zF
\D + �\ 5������ V4���� �*�kv4  \ + ^ = \ + F� + zF

�� = z{� + F}
��F! = � + F

��F − �− = F  �0  ��F + �− = F
�1���`
� 14<�
� �2 1
C�,2 A0 ��
 ��� "!�#
� 3�#�� 1=@�I >�

º∏©àJ ±ƒ°S

•   9C'*3��� <� c�,*K 
	�,*B�� 	$5��� ?


•   ^����� ���1���
•   	�'*3��� ?�4 	,5*���� 

 2,*���� <M����
 	$5��� ?
 	�����

 ���1��*4 	�,*B��
•   "�f }8*,� ���7
 

	�'*3��� t56$
•   ?
 	�'*3
 '*7%r 

 Y�( �wr 	�,*B�� 	$5���
*o�56$

:™HôªdG ∫ÉªcEÉH óMGh ô«¨àe »a á«fÉãdG áLQódG øe ádOÉ©e πM -1

Solving  Quadratic Equation by Completing the Square  

 ad �*B
:OÉ°TQEG

 P�r s�T, V4���� �*�k]
�a\ <
*3
 

�i ?�A�M��
    HV4���� �*�kv4 D− = \p + �\ :	�'*3��� n<� 	(��7
 �$��

:</��
, Wb
*k * W34�
 u�L�� \p + �\ <�M,

 9-1
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 :c� �7, 	�'*3��� 2A�I P�r �& 	A*fv4
�& + D− = �& + \p + �\

D − �& = �a& + \d
G = �a& + \d
 � ! = & + \

F− = \  ��  �− = \  t�  � ! &− = \
</8 c� ��*�

HV4���� �*�kv4 &− = \F − �\ :	�'*3��� n<�  

óMGh ô«¨àe »a á«fÉãdG áLQódG ä’OÉ©e πëd ¿ƒfÉ≤dG ΩGóîà°SG -2

Solving Quadratic Equations by Using the Quadratic Formula  

,� = �4 + F o + zF  :X<&�
� +� 1���`
� 14<�
� �2 1
C�,2 A0 ��
 ��� >&��D ���.�'E "!�#
� 3�#�� 1=@�I ������
� = � + F� + zFz :1
C�,#
� W�� :AC�� 3�`2 )O�! ?
��

:	
*3�� >5�L��  :t'�3�� �*B���
� = �4 + F o + zF  � = � + F� + zFz

p ≠  ���  P�( 	�=��*4 � = �4 + F o + zF  ?�w*�� H� P�( 	�=��*4 � =  �z + F  �z + zF
 �4 − = F o + zF    �z − = F� + zF

 �4 − zc o
z m = zc o

z m + F c o
z m z + zF    �z − z

c
 �
zm = z

c
 �
zm + F c �zm z + zF

 �4 −  zo
z( z} = zc o

z  + Fm    �z −  \� = z
c
 �
z + Fm

�4 � − zo
z �  = zc o

z  + Fm    �� = z
c
 �
z + Fm

 �4 � − zo
z � F! =  oz  + F  ��F! =  �z + F

F�4 � − zo  ! o−
z  = F   �F ! �−

z  = F
:c� }�;�=, ��w ?


:���� ��@�
 2A 	�,*B�� 	$5��� 9C'*3
 </� �*3�� c�,*���
F#$ ! − �"  ! "−

�  = \  :�o p≠  ��� ,p = #$ + \ " + �\  :	�'*3��� n<�
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Solving Quadratic Equation in one Variable Using Formula  
 a�d �*B


Hc�,*��� ���1��*4 D− = \p + �\ :	�'*3��� n<�
H<��/��� ���1��*4 }8*;�� 	/S ?
 ��/8 Y�

:</��
	
*3�� >5�L�� P�( 	�'*3��� Vf�4  p = D + \p + �\

	
*3�� >5�L�*4 ��w 	,5*��4
p = #$ + \ " + �\

D = #$ ,p = " , = 
ad  F#$ ! − �"  ! "−

z  = \
�D = D ×  × ! − zapd = #$ ! − z"

D = F#$ ! − �"
c�,*��� 2A _%�3��*4   D ! p−

 × �  = F#$ ! − �"  ! "−
z  = \

 D − p−
�  = \ �� D + p−

�  = \
D−

�  = \ �� !−
�  = \

F− = \ �� �− = \
HV4���� �*�kr ���1��*4 ad �*B��� 2A j��( *;�L� *
 �o�

Ha�=Q;4 ��w ��*�d *�=Q, 	7��;�� P�r <L, <��/��� *;
�1��� �wr�
</8 c� ��*�

:	�'*3��� <� 	(��7
 �$�� ,c�,*��� ���1��*4  �
E = a� − \d\ "  p = & + \D − �\ �

 a�d �*B

p = E − \! + �\� :	�'*3��� n<�

E− = #$ , ! = " , � =  :</��
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E� = &D + D = aE−da�d! − z! = #$ ! − z" ��� F#$ ! − �"  ! "−
z  = \

 �F� ! �−
�  = �FD ! !−

!  = E�F ! !−
!  = \

�q�� −  �F� − �−
�  = \   ��   q��  �F� + �−

�  = \
</8 c� ��*�

 G − \� = �\! :	�'*3��� n<� 	(��7
 �$��  �
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 Yk �34 H	�,*��� W��
 �p 	(�=4 �5)� uM� ?
 jKbIr Y8� ,��5*S �w��, V;L4 ���3�� 	�3�$ J
*K :�%5��L�� 	k��
 hbI]� 	(��� ,	�,*B�*4 acd ?
^��� ,����*4 a�d �*Q85C� ?�4 	Kb3�� c�4 * W��( ?� W��
 !p �*Q85� P�r ��5*L�� <L% 	�,*�

:	Kb3�*4 PM38 ����*4 j;
 ��I� t6�� ap�d �*Q85C�� ,	�,*������*4 a\d
ad   p� + c \ + �c&− = �

:</��
,\ ,� ?( ad 2A _%�3��*4

:c� �7, a�5)� uM� ?
 ��I� j,)d p = p� ���
a�d  !p = c�p + �c&−

p = !p − c�p + �c&−
!p− = #$ ,�p = " ,&− = 

 a!p−da&−d! − �a�pd = #$ ! − �" ��� F#$ ! − �"  ! "−
z  = c

pp = Fpp − Gpp =       
p = F#$ ! − �"

p ! �p−
a&−d�  = c  

! = p − �p−
p−  = c �� � = p + �p−

p−  = c  
H �c��� ! �� a	�,*� �d ?���,*� �34 jKbIr 	M�, ?
 � W��
 !p �*Q85� P�( ��5*L�� c�M%
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</8 c� ��*�
 P�r <L8 2k 	S*S��� jK�@�=8 t6�� a	�,*� cd ?
^�� �$�� H	�,*��� W��
 !p 	(�=4 P�(� P�r * X%'��( 	S*S5 JA6K  !

:2o a d 	(�=��� a�d �*Q85C�� acd ?
^�� ?�4 	Kb3�� c� * W��( � W��
 Fp �*Q85�
H������*4 	(�=�� =  ,c  + �c&− = �  

Using the Discriminant  :  õ«ªªdG ΩGóîà°SG -4

� ≠  M��  � = �4 + F o + zo  :1
C�,#
� ��
 ��,
� >&��=
� �2
:I
��
�� 1
C�,#
� A<)$
 12�,
� X<&�
� >&b�
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Sum and Product of Roots of a Quadratic Equation  
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Finding Sum and Product of Roots of a Quadratic Equation  
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Finding the Quadratic Equation Knowing its Roots  
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Solving Inequalities Using Graphs  
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Angles and their Measurement
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Trigonometric Ratios and their Reciprocals

 Sine, Cosine, Secant and Cosecant
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Tangent and Cotangent of an Angle
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Circular Sector and Circular Segment
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"

��� = ?
' = #$ %

� �  = '
� :/.
�

?
' = (

�   
Z� ��! =(   

N=3 (� ��)�
 ,% #$ "  ()9�P��� ,N0)���� N;��� -4  

G()�0)��
 � � � R  
G7�9�P�� 8f -4 	���X��� �8pT� ���I�� 	���X��� )&��6�� 1)�)�5 �$��  

 �����	
 )�*+,%(� l�*�(�A FM��8(� 6	� 9: l+8�'� �$(� Z���� R)��
 �%	-� ��A ,)����0 &���3M� 9: f*�,�(� l+8�'�
")����(� 9: F�@
��A 6W(� 9: F�@
�� ��
 	�0)g 	�>.0 d(EA ,)�����(� ����( 4�CN�

Z���� -4 ��M��
    -���=�� ��M�� = Z���� R)��


 >� �	� cK�	: ,	W��Y
 1����0 (�;& (� 7;�& Z���� R)��
 >�: ,�%'7� 4+0�(� �%( F�@
� ��
 >���� O
�W�(� )3'� j��! �E\A
"d�(�AF �$-A ������! 6( .* � A� l ��� 6( .* � >��

c�d �)2


	4�C
R��X��

��.�� 	4�C
Z��' Z� ��'

� � : Z�  Z���� R)��


Z� �'
Z� @��'
Z� ��' ��M
 �)��

      ?	�.;>�� ����� ���h -��.��� Z���� -4 	.����� ��.�� 	4�S� 	����=�� %)90T� )

: oN=��

:(� ��W0� ,������� N;��� -4 %)90T� R)��� e�M>��� ��Y���
GZ� �' = Z���� -4 	4�S�� ��L ,Z� ��' = Z���� -4 ��.�� 	4�C ��I

�� : Z� Z���� R)��
  
�@@ = Z���� -4 ��M��

-���=�� ��M��  :��.�� 	4�S� -���=�� ��M�� %)X&h

F

.* [�~
.* n��.* ��|

.* ��^
.* [

G

r

_ �

a �m
°�[~

°}�

°|�



�nn

 
�@@ = ��'

R
-9I)���� "�P�� ���Y��)0  �@@ × ��' = R

G� ' ��.�� 	4�C ��I  � ' = R  ,Z� '@@ = R
:-���=�� 	4�S�� ��L %)X&h�

 
�@@ = �'

�
G� � = Z� �@@ = �@@ × �' = �

GB)�
� � 	4�S�� ��L
N=3 (� ��)�

G�0)>�� N;��� -4 	.����� 1)�)���� V>=0 )��f 	����� R��X�� 	4�C 7
 Nf %)90� V>��  �

»ÑgòdG π«£à°ùªdG
 G��T� N�M�>��� /0)�
 N�M�>
� O0�
 K�Q /��>5 7;�& N�M�>
 �*

  "+�+m �� .'��A 93-E 6�M�'� 6! �',� ")�3-$(� &K�M�'	(� �� �cM	� 6
��	(� 6W(� �]�3�
"�A�� 6�M�'	�( O
�W� �- 93-E 6�M�'� 6!

:á«°VÉjQ áeƒ∏©e
 :	��*\�� 	�>.��

G K�Q ~F + 
�

 )3',(� 9- ��CN(� Z�v(� ��I �(\ ��3(� Z�v(� ��I )3'� ,93-E 6�M�'� 6! 9:
"� �(\ ��}�| �(��0 �A�'�A )�3-$(�

c�d �)2


" N
�M�>

���

 − R





R

 N�M�>���
   G	��*\�� 	�>.�� %)X&h V�).���� N0)���� -�*\�� N�M�>��� ��Y���

:N=��
G"   N�M�>���

 " N�M�>��� -4 ���;�� O�P�� ��I
 " N�M�>��� -4 ��SJ�� O�P�� ��I =  N�M�>��� -4 ���;�� O�P�� ��I

  N�M�>��� -4 ��SJ�� O�P�� ��I :� ì Q
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��	
��� �(�P :/ ,j ≠ / r	F  / = � :���X��( ]�5� �	MC ���� �1 _��M�� �	
��� "�	( −
�Rj ≠ T ]��� ��Q 75� ��(�P �

  ��'0�� :_��M�� �	
��� �! −
���	'5< � M�	
� 2*'$ �	
��� �\1 "�! ,�M�(�P 4	�	*5�� A�# 7>�F "�: r	?(  o�C8 �	*: �	
� 9� � �	*: ��	
� �vf  −

� t�
�� = �

t �8 t� × t = �� × � :�'5+�� �	
��� �!  −
�R�(�PT / = � ×  _8 �	
��� �(�P �1 A���� 7>�F −

á©HGôdG IóMƒ∏d »ª«¶æJ §£îe



äÉq«dÉààªdG
Sequences

IóMƒdG ¢ShQO

����������	
������	 
��������	
�������	 
��������	
�−��−��−�

��������	� 
�������	 �����	 �� ��!������	 �	�"��	 :#�$��	 %��&�
 �� ������	
�� �� ��� �����	
�� ������� �� � �� :%��&��	 
��'�  �

������	
�� ���� �� 	� ���
�� �� ���!��" �	�#��" ����
$�� �� �%��
 �&���' �� (��	� )��
�" ���!��" �	�#��" ����
$�� *�	�+ ,%' �-��� :(���	  �

�����	
�� ���+ .�
�-/ بياني، آلة حاسبة، صور: زنابق، قزحية زهور على شكل نجمة، مخروط صنوبر، عباد الشمس. 0��"+ : )�*	�+�	  �

:,�-M��	 /�$ 
+0�1  2
1 ابحثْ عن إحدى النباتات التي يتوافق نمو ساقها مع متتالية فيبوناتشي.

ضعْ مخططاً وجدولاً يبينان هذا التوافق.
3 ابحث عن بعض الزنابق وعشب الحوزان والقزحية والأقحوانات. اعرض هذه الصور وبين كيف أن عدد بتلات 

كل منها هو عدد فيبوناتشي.
45 ابحث عن صورة لزهرة الآرام (PASSI FLORA) واعرض صورتها منالجهتين الأمامية والخلفية

الأوراق  بين  العلاقة  بينّ  الخلفية  الجهة  من  كذلك  فيبوناتشي.  أعداد  هي  الخضراء  بتلاتها  مجموعتي  أعداد  أنّ  بينّ 
الخضراء والبتلات ومتتالية فيبوناتشي

6 أعرض صورة لزهرة إشنسا فرفرية Echinacea Purpura صورة لقرص عباد الشمس Sun FLower. بينّ توافق 
المنحنيات الحلزونية مع أعداد فيبوناتشي.

?1����2� 34�5 �� �6��" ?7��� �6�� �U"49� �� �� ����:�;� �� ���"#<=�� >� �4'	$@�� F���9� ,%' .�B� 47
: ضعْ تقريرًا مفصلاً تبينُّ فيهِ كيفَ استفدْتَ منَ المتتالياتِ للإجابةِ عنِ الأسئلةِ وأنت تنفذ المشروع. )�8�'��	  �

CDE

IóMƒdG
á°ùeÉÿG



(áÑ°ùàμªdG á≤HÉ°ùdG ±QÉ©ªdG) ¿B’G âfCG øjCG

•  ���9���	 
���+!�� /	�6 ��; 6�<8= >�+!?
•  �
�!���? /	�6 @��� ���� A��B��	 CM'�	 @��� >��"��	
•  �
-D���	 E��B�	 F��-? >�+!?
•  �
�!�����	 E�G<�	 F��-? >�+!?

?º∏©àJ ±ƒ°S GPÉe

•  �
�H�8��	 U��JK	
•  �
������+� �J���	 ��	
•  �
�����	 ���������	

�
�����	 
�������	 6��$ L� MJ6K	 �$ @ %��<�� �J���	 ��	  
•  �
������	 ���������	

�
������	 
�������	 6��$ L� MJ6K	 �$ @ %��<�� �J���	 ��	  

á«°SÉ°SC’G äÉë∏£°üªdG

 N��1 − 
������	 
�������	 − 
�����	 U���K	 − ��	 
-?E − 
�����	 
��������	 − 
�������	 N��1 − 
�������	 �$ − 
�������	
�
������	 U���K	 − 
������	 
�������	

 �����	
�� �F+ CGHG I�%�� ��  
 :��������� K�� L4� "����'+ M4
��" K'���

 ,GC ,CO ,P ,Q ,O ,G ,C ,C ,H
 R��� 	� � �� S�� T�����	
�� �������U

 :��V'�W�� ��=�� .�B
G+)Y� + C−)Y� = @Y�

 34�!�" ��&� ��V�
M� ��������� \]&�  
 /<�" ^���2� /<� �&$� 3�%�� �;�:� ��

���
$��
 R���  _4�V�  �����	
��  �������  ��  
 �� KV
W� M]�� =�� �<� � �� ��W`

�CaECP �
�]�� �%��

∂JÉeƒ∏©e ≈dEG ∞°VCG

CDD

IóMƒdG
á°ùeÉÿG



CDP

 1-5(äÉ©HÉààªdG) äÉq«dÉààªdG á«°VÉjôdG •ÉªfC’G
Sequences

�J��!? O�P
 �� b >=�� S�=' �&�<� c	@=�� d$e�� �>�f��&�� �����e��� �� �� �`+ ��
 M4:� �@f�� �� ��
��I �� )+ L4���U ?�h�f��� 4ij� .� d<@� �� k��I

:�"�:��� �e��� I�9�-�' ������� �<l-2� �� kB+ /5 T���f��� ����e� ��&$�'
?��
��I ��' )	e� )+ �e�� ����e� /�  �

?_ >�I m "+ _ >�I O ��' )	e� )+ �e�� ����e� /�  �
�_ >�I Q ��' �$e���� �����e��� �� �=�� �"�:��� �e��� I9�-�  �

:������ c":�� ���+ /5
Q@R 3 �SM�	 6�P١٢٣٤٥

Q�R �T���?T	 6�P٠١

?('�W�� c":�� �� �	B	��� F�$�� �!�� ������� n�@�� �� M+ :�H�8��	 F���	  2
TC − )U )

G  = I 45   Q − TC − )U ) = I 3  O − )G = I 1  
�����e��� �� I ,_ >�M�� �� ) S��

��=�=@�� �o�@�� � p�9�W� _ >�I D �� ��	�:�� ��q��� I �����e��� �� B"+  �
?/&r%' .� dfF _ >�I �� b=��� Iq��� �����e��� �� ��  U

  Q�R /�V�
 ���	�MW	 
<��J #�� OD �� ,����	 %�X?ET	 L� %Z[ M�= CX?�? >J�D� \EK	 ]M� LP ��� ��^� %�X?E	 L� #�D >M'�

 �C�	��	 �	�MWT	 �!� #�B�	 %�X?E	 _�$)	 �\EK��
:O�	

�� ��^� �+WK	 %�X?ET
•  �E���1 �[ = ��^� × [^Z :#�B�	 %�X?E	 @�B8 \EK�� / ��K	 �	�MWT	 �!�
•  �E���1 Z = �[ × [^Z :#�B�	 %�X?E	 @�B8 \EK�� �J��V�	 �	�MWT	 �!�
•  �E���1 U^2 = Z × [^Z :#�B�	 %�X?E	 @�B8 \EK�� a��V�	 �	�MWT	 �!�
•  ���� �^�� = U^2 × [^Z :#�B�	 %�X?E	 @�B8 \EK�� C�	��	 �	�MWT	 �!�

�\EK�� #�B+� C�	��	 �	�MWT	 �!� � �^�� %�X?ET	 @�B��
Q��� ,  �^��  ,  U^2  ,  Z  ,  �[  ,  ��^�R ��P�X?ET	 C���? c$T

º∏©àJ ±ƒ°S

•  �H�8��	 F���	
•  
��'�'�	 
�������	
•  
������+� �J���	 ��	



CDs

O? @1 /��$
 �\EK�� ���	�MW	 
<��J #�� OD �� ,����	 %�X?ET	 L� %U[ M�= CX?�? >J�D� �E���1 �[ %�X?E	 L� #�D >M'�  �

�a��V�	 �	�MWT	 �!� #�B�	 %�X?E	 _�$	

�����	 
dSV�	 /�	�<�	 
���B� O�D1 �d �����	 F���	 eW :Q�R_8E�?

— ,— ,— ,P ,E ,m ,G 1
— ,— ,— ,s ,GD ,PC ,Gm 3

�F�$�� 3��` *�
��' ������� c"�:�� ��:�� �$$e��" ��%'���� � >�W� �V'�W�� ��t��4�� U���2� �!�
:T+U �� ���2� �>������ 4
���

 c"2� =�����!�� =��S��!�� =��.'�4�� =�������	$�� =��

CuGuOumu)u
���  ,���  ,Z = 

2
f  ,U = 

�
f  ,2 = 

�
f  ,� = 

�
f  

�=�� �
�� �� 4
%� ��" +W ∍ ) S�� )u #�4��' �%'������ �� ��	$�� =�� ��� #�4�"
:∞jô©J

 �&$� �
�4� ��v#B �
B	��� �=�=@�� ���2� ��	�:� �&��:� ��V�V� ���� �� ��V�V=�� ���������
�u ��V�V=�� ���2� ��	�:� �'�V��� �&��:�" w ∍ I S�� {I , ��� ,m ,O ,G ,C} 3�	@�� �<�

 T��� ,Ou ,Gu ,CuU ���"� �'��e' ��������� �� 4�
%��� �e�� :�x�����
���������� c�:� 4F�$� �	F �� ��������� �"� �<� c	@=�� �e��"

á«¡àæªdG ô«Zh á«¡àæªdG á«dÉààªdG

  Q�R /�V�
�@ = Q@R� a�$ f ← {� ,2 ,� ,� ,�} :� 
�	��	 LB��

��76��$ �5�1 �d 
������ 
�	��	 gG7 >J�D 	h= ���� L���
:O�	

Q m O G C )
GQ CE s m C T)U�

   �� 6�!��� 1�-?� +W L� 
-?�� 
�jk5 
P��<� ����<� 
�	6 �

������ � ���

Q�� ,�U ,l ,2 ,�R :�7 
�������	 6��$

:º∏©J πg

 @1  mE��n�	  L�  o��
 
��������	 6��$ C��5 @�B?
 ,� 
!������	 pSV�� �
X+�"�
 � = @f a�$ ���� ,� ,�
 
8�����  �76��$  C��5

�
���d 
!����� M��? gG7�

:á q«°VÉjQ áeƒ∏©e

 ��-!�+� Q@fR k���	 ��"��8
 �-!8  �����  �
!������	  LP
 gG�� �J���	 ��	 LP @f

�
!������	
:á¶MÓe

 
� ��!�  
�������  OD  ��
 _<8 
86	�?ET	 
9�����
�j	���T	  ��	  q�MP=

�Q
�j	���T	 6���	 �1R



CPH

��76��$ 6�P ��$ LB�8 rJK 
����� 
������ M ���? Q�R /�V� �� 
�������	
  Q�R /�V�

�@ = Q@R � #�P�'��� 
� ��!� 
�	6 f ← +W :� LB��
����� M��K	 
dSV�	 6���	 �5�1 �d 
������ � >J�D 	h= ���� L���

:O�	
�
!����� � ��� +W ����<� 
�	6 �

�� = Q�R� ,�� = Q�R� ,� = Q�R�
j��� , �� , ��j ,� #E���	 M+P 
�������	 
���D LB�8 rJ1 m1

+W ����<� @K 
����� ��s 
������ M ���? Q�R /�V� �� 
�������	

Explicit Formula  (á«dÉààª∏d »fƒædG óëdG) áëjô°üdG á¨«°üdG

 _�W=� �"=�� �� I�9�-� d$e�� K$� p;' �KV
W� M]�� =�� =�� ��4%� )"� ������� �� =�� ���` ��4%� �p����+ d$e��
�
8�W 
9�W ��W� ) ��;' ��	$�� =�� �� 4
%� ���� �o�@�� �=�� ���`

Recursive Formula  (á«dÉààª∏d ΩÉ©dG óëdG) ájOGóJQ’G á¨«°üdG

�34y�
� KV
W� M]�� T�"=��' "+U =��' � �� F'4' ��������� �"� ������;� �o�@�� z >4%�
�34y�
� KV
W� M]�� *�f��;� �� %PH M"�W� L�2�' I�MF� �� %' 34e�� *�f��� )2 � h������ F�$�� )�� TCU c�!� ��
�C �� 4
�+ �%�
I �� ) S�� CGaQ = 

�
f .� � − @

f × [^Z = @
f �� 34e�� *�f��� |@� ���� ������;� �o�@��

  Q2R /�V�
Q��� ,l− ,2− ,� ,UR 
�������	 L� �����	 ��	 6�<8t� ]��8 mG�	 F���	 eW 1

�
�������	 gG7 L� QUf ,�fR N6���	� o��"�	 L8��	 �5�1 3
:O�	

�#�u�-� r'-�8 mG�	 ��	 L� � f�M� 
�������	 L� �$ m1 M+P O�J 1
 Q − m− = s− , Q −C = m− , Q −E = C

� = �
f    C�  �− � − @

f = @
f   :�7 
86	�?ET	 
9���	

�l− = � − �2− = � −
 �

f  =  
U
f ,�2− = � − l− = � −

2
f  =  

�
f ,l− = 2

f @1 ���



CPC

O? @1 /��$
:�����	 ��	 �5�1 �d �+8 ��� Q��!�	 ��	R 
86	�?ET	 
9���	 _�D	  2

T��� ,OQ ,OD ,Os ,mC ,mOU 3  Q��� ,� ,� ,[ ,�− ,�−R 1

j��� ��� , ��U , �2− , ��j 6  T��� , �� ,Q ,CH ,GH ,mHU 45

á°Sóæ¡dG  Q�R /�V�
���?�M��� ��!����	 %SH1 /	�I1 �����	 /��<�	 OV�8

��	�f�f�f2f�fUfwf
C����	 C+H /�I���2�U���

F���	2Z���U�[�2���
�Q

�2
fR @��&!�	� C�	��	 ��	� Q

w
fR �����	 ��	 �5�1 ,
������ OD ��  1

�
������ OB� 
8�W 
9�W _�D	  3
:O�	

��2 = �2f ,w = wf �������� �r�-?E 
��; m���8 �$ OD ,C����	 %SH1 /	�Ix� 
W�"�	 
!������	 �� 1
��Z = w × 2 = wf �������� �r�-?E 
��; /�V�1 
!�E1 m���8 �$ OD ,F����� 
W�"�	 
!������	 ��  

�lU = �2 × 2 = �2f  
 ,) = @u �7 C����	 %SH1 /	�Ix� 
W�"�	 
!�����+� 
8���	 
9���	 3

�@2 = @f   :�7 F����� 
W�"�	 
8���	 
9���	�  
O? @1 /��$

�C����	 
$��� L�-? ���	 
������+� M��K	 
���	 6���	 _�D	 �   /�V� �� 1    �
�
�������	 gG�� 
8���	 
9���	 _�D	 3   

���f �5�1 �d 
������ OB� Q�J���	 ��	R 
8���	 
9���	 _�D	  2
Q�l ,�� ,�� ,w ,�R 3  Q��� ,�U ,�� ,�[ ,w ,2R 1  

j������ − , ��� − ,��� −j 45  



CPG

QUR /�V�
Q��� ,�U ,�w ,�[ ,� ,�R 
������+� Q�J���	 ��	R 
8���	 
9���	 _�D	

:O�	
� + �� = � = �f  � + �� = � = �f

� + �2 = �w = 2f  � + �� = �[ = �f
� + �� = �U = �f

O? @1 /��$
Q��� ,�2 ,�� ,Z ,� ,[R 
������+� Q�J���	 ��	R 
8���	 
9���	 _�D	  U

QwR /�V�

������ C�W

�F���	 L� M��K	 
!�EK	 /�BuK	 ��E	 �  4� 44444 OD /�-��	 ,Kock snowflake yz�D 
!;E{ L� C+H 6�<8| 1
�
������ #E�W M+P gSP1 1  L� OBu OD �� CM'�	 6�P _�D	 3

�}E���~	 �� ��� �
�������	 L� �����	 ��	 C;�? 45
:O�	
 1

Q�R #�$	� 
!M; /�K	 OB&�	 �� 3
Q2R CM; 2 �J�V�	 OB&�	 ��  

Q�UR 
!M; �U a��V�	 OB&�	 ��  
QU2R 
!M; U2 C�	��	 OB&�	 ��  

Q��� ,U2 ,�U ,2 ,�R 
�������	 ∴
 ��	 m1 �����	 OB&�	 �� 
!M; ��U �5�8 ���U = U2 × 2 = �����	 ��	 �,����	 ��	 /�V�1 2 m���8 �$ OD  45

���U = 
�������	 L� o��"�	
O? @1 /��$

�
�����	 
dSV�	 6���	 �5�1� F�J OD eW  w
��� ,l ,�w ,Z� ,�2� 3  ��� ,2Z ,2� ,�2 ,�w 1



CPO

Fibonacci Sequence  »°ûJÉfƒÑ«a á«dÉààe  QZR /�V�
�� = �( ,� = �( C� � − @( + � − @( = @( :�7 �&?�J�-�� 
������� 
86	�?ET	 
9���	

�
�������	 _�D	� �
�������	 L� M��K	 
��"�	 6���	 6�<8| 
9���	 ��"��	
:O�	

� = �(
� = �(

� = � + � = �( + �( = �(
� = � + � = �( + �( = 2(

Q� ,� ,� ,� ,�R  � = � + � = 2( + �( = �(
O? @1 /��$

��&?�J�-�� 
������� 
���&� 
������� M��K	 
��"�	 6���	 _�D	� � ,� ��s L86�P ��~	  Z

�
!�-M�	 �� �&?�J�-�� 
������� 6	�P1 �<J �� �p-��s

N6���	 ��	 o��"�	 ��	 C�	��	 ��	



CPm

oáq«HÉ°ùëdG áq«dÉààªdG
Arithmetic Sequence

2-5
�J��!? O�P

���W��� �&B �$>�
��� ��������� �� 1��W�� =�� B"+  1  �
�}��9�� =�� � p�9�W� 1��W�� =<� �o�F k��~�  3  

��������<� ������� �o�F k��~�  45  
 �� ��' 04f�� �T��� ,Gs ,Gm ,Cs ,Cm ,sU ��������� ��  �

��'�5 ��V� 	� K� ('�W�� =��" �
 u4M' �4i2�" �'�5 �� ���t�' ������ ��������� ) >	�  �
��>�<F2� ��������� �"� �� � �� �� �'�5 �� }f�

 34y�
� K�<� M]�� =�� �� � �� u4I * ) B"+  1  
� ~7��� �6�� ��&�<� �<@� �%'����   

 �('�W�� k����� �� �&�<� ��<@� ���� ����������" �>�<F2� �>������<� )u ,) ��' �`�%�� ��" ����' �ey �� /-��  3  
?7��� �6�� ��5�!�� I	-4�� ��' )��`

:∞jô©J

 1�-+ � >�W~� R��$�� �]� ��p�'�5 � p�� 34y�
� K�<� M]�� =�� �� � �� u4I R��� �>������ �� �>�'�W=�� T�%'������U ���������
�� + )u = C + )u "+ � = )u − C + )u d�6 �<�" �� #�4��' K��� #�4�" ���������

� p#�u�-� r'-�8 mG�	 ���	 M�= } 
��Ht� ��h� Q/ ��K	 ��	 �!�R 
������	 
�������	 6��$ L� �$ m1 M+P /���	 LB�8 rJ= m1

 Q�R /�V�
�
�����$ 
������ �7 Q��� ,�2 ,�Z ,�� ,UR 
�������	 @1 L��-8

:O�	
U = �Z − �2 = �� − �Z = U − ��

U = 6 @1 c$T �U m���8 #�u�-� r'���� �$ OD L�� ��X�	 @1 m1
�
�����$ 
��������	 	 ph=

O? @1 /��$
Q��� ,�� ,w ,� ,�R 
��������	  �

Q��� ,�l ,2� ,2� ,2ZR 
��������	  
������ OD N��1 �5�1 ��GD @�D 	h= ?@�������$ @���������	 @�?�7 O7  

º∏©àJ ±ƒ°S

•  �����1� 
������	 
�������	
•   
������+�  �J���	  ��	 


������	
•  
������	 U���K	
•   6��$  L�  Q@R  %��<� 
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@
f
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s  �u
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Cs  �u
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 Q�R /�V�
�
�����$ 
������� �� w = 6 ,� = �f @�D 	h=

�
��������	 L� M��K	 
����	 6���	 _�D	
:O�	

� = �f
�� = w + � = 6 + �f = �f

�l = w + �� = 6 + �f = �f
2[ ,�� ,�U ,�l ,�� ,� :�7 M��K	 
���	 6���	

Q��� ,2[ ,�� ,�U ,�l ,�� ,�R = Q@fR :
��������	 @�B?�
O? @1 /��$

�
��������	 L� M��K	 
���	 6���	 _�D	 ,
�����$ 
������� �� �− = 6 ,2 = �f @�D 	h=  �

General Term of an Arithmetic Sequence  á q«HÉ°ùëdG á q«dÉààª∏d »fƒædG óëdG

�)u 	� ��	$�� =�� ��4
���" �� M"�W� �>�������� 1�-+" Cu 	� T)uU �>�'�W=�� �>�������� �� c >"2� =�� )�� �6�
:�>�'�W=�� �>�������� |�4%� ���

� + Cu = Gu  
�G + Cu = Ou  
�O + Cu = mu  

má qeÉY máØ°üHh

�+W ∍ ) �e� �TC − )U + Cu = )u
+W ∍ c :�TC − �U + Cu = �u )�� �u z"4%��� =�� )�� �6�

�T� − )U = �u − )u )	e� K$�"
�T� − )U + �u = )u )+ M+

TC − )U + Cu ,��� ,�G + Cu ,� + Cu ,CuU �� ��'�W=�� �������<� ���%�� 3�	@�� )	e�"
T��� ,�

� ≠ ) : �u − )u
� − )  = � )+ 7�;

:á¶MÓe

 @f ��1 @f ��	 
-?E O�V�? @
: pSV�� , ���	 
��; O�V���
 
��;  @1  ��!?  �� = wf
��� m���? C����	 ���	



CPE

 Q�R /�V�
�Q��� ,2 ,U ,ZR 
������	 
��������	 L� 
j���	 ��	� �u�!�	 ��	 �5�1

:O�	
�− = Z − U = 6 , Z = �f

6l + �f = �[f
�[− = �[f @1 m1 �[− = Q�−R × l + Z = �[f

6Q�[ − �[[R + �[f = �[[f �1  6ll + �f = �[[f
Q�−R × Q�[ − �[[R + �[− =      Q�−R × ll + Z =    

�l[− =  �l[− =    
�l[− = �[[f :@1 m1

O? @1 /��$
� = 6 ,2 = �f 
������	 
��������	 ��  �

���f ��	 �5�1  

 Q2R /�V�
Q��� ,�� ,l ,wR 
������	 
��������	 L� ll r���; mG�	 ��	 
-?E �5�1

:O�	
ll = @f ,� = 6 , w = �f

6Q� − @R + �f = @f
� × Q� − @R + w = ll

� × Q� − @R = l�
2w = @  � − @ = 2U

�2wf �7 ll r���; mG�	 
������	 
��������	 L� ��	 @1 m1
O? @1 /��$

Q��� ,�� ,Z ,� ,�R 
������	 
��������	 �� 1  2
Q2w , ��� ,�� ,�� ,wR 
������	 
�������	 6��$ 6�P �5�1 3  

�w� r���; mG�	 ��	 
-?E �5�1   
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 Q�R /�V�
�
�����$ 
��������	 @1 >-d1 �+W ∍ @ OB� � − @w = 6f a�$ Q@fR 
��������	 ��

:O�	
� − @w = @f

2 + @w = � − Q� + @Rw = � + @f
w = Q� − @wR − Q2 + @wR = @f − � + @f

>��d E	�'� =  
�
�����$ 
������� � − @w = @f a�$ Q@fR 
��������	 	 ph=

O? @1 /��$
+W ∍ a�$  �� + @� = � + @� = @f a�$ Q@fR 
��������	 ��  �

�
�����$ 
��������	 @1 >-d1  

 QUR /�V�
�
��������	 N��1 �5�1 �� m���8 L��V�	 ��	� l m���8 
�����$ 
������� L� o��"�	 ��	 @�D 	h=

M��K	 
'8�M�	
�J�V�	 
'8�M�	
6Q� − @R + �f = @f

62 + �f = �f
Q�R  l = 62 + �f ∴

6w + �f = Zf
Q�R  �� = 6w + �f ∴

Q�R = Q�R f�M�
U = 6� ∴

� = 6 ∴

6Q} − @R + }f = @f
�� = Z , l = �f

6 × Q� − ZR = �f − Zf
6� = l − ��

6� = U ∴
� = 6 ∴

:O�	
6Q� − ZR + �f = Zf �� = Zf l = �f

�8�!����  6� + l = ��   
f�M���  6� = U      

F��-����  � = 6       
�� �7 
������	 
��������	 N��1 	 ph=



CPP

O? @1 /��$
 
�������	 �5�1 �� 
�������	 N��1 �5�1 ��− m���8 N6���	 ��	� l m���8 
�����$ 
������ L� �J�V�	 ��	 @�D 	h=  U

����� M��K	 
!�EK	 6����� �p�X�B� 
�����	

  QwR /�V�
 OD M+P �E�86 � �[[ ��P�-��	 
��; >9+� ��-���� q�-�	 O-; �m��~ %��&� �P�� ��5	E6 ��-� �� }E�&? �J1 \�X�

?� p�"u w� ��-��	 �� }E�u 	h= r���x? ��8 /���	 L� �+-� O;1 �E��86 �� LP O'8 T �� L��x? ��-��	 �� }E�&�
:O�	

���� � �w[ = �f , � ��� = �f , � �[[ = [f 
�������	 L� w� ��	 �5�1

8���	 
9���	 �	�"��	  6Q� − @R + �f = @f

�8�!��	  �� × Q� − w�R + ��� = w�f
� w�� =  

�	 pE��86 � w�� @ O'8 T �+-� L�x�8 � p�"u w� }	��u��
O? @1 /��$

?� �[[ = �f @�D 	h= r���x? �? mG�	 �+-��	 �<? e�D /�V��	 �� 1  w
�Q��� ,�l ,�� ,�w ,�� ,�R 
�������	 L� Q��fR @��&!�	� o��"�	 ��	 6�<8| 
8���	 
9���	 ��"��	 3  

Arithmetic Means  á q«HÉ°ùëdG •É°ShC’G

T��V�V� ���+U �u �� 4F�$� �� YB ,_ ,+ S�� �>�'�W� �>������ YB ,_ ,+ ��	� �6�
_ − YB = + − _ :)��

+ + YB = _G  
= 345 + 1

�  
�YB ,+ ���%<� �����	 F���	 	� _ )+ M+  

má qeÉY mIQƒ°üH

�w ,+ ���%<� �>�'�W� �pI�-"+ � >�W� Tz ��� ,� ,YB ,_U >)�� �>�'�W� �>������ Tw ,z ��� ,� ,YB ,_ ,+U ���� �6�
�w ,+ ���%�� ��' �>�'�W� �U�-"+ c�i��' �>�'�W=�� U�-"2� ��:�� �>�<�� � >�W�"
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 QZR /�V�
�U� ,�� L�� 
�����$ U���1 � O~61

�QU� ,  ,  ,  ,  ,  ,��R  
:O�	

�U� = wf ,w = � + � :6���	 6�P ,�� = �f
6U + �f = wf  	 ph=

U� = �� + 6U  
2� = 6U  

w = 6  
��Z ,�� ,22 ,�w ,�[ �7 
������	 U���K	

O? @1 /��$
�� ,l− L�� 
�����$ U���1 
dSd O~61 1  Z

�� ,�� L�� 
�����$ U���1 
��~ O~61 3  
Sum of n Terms of an Arithmetic Sequence   á q«HÉ°ùM á q«dÉààe OhóM øe ≈fOC’G óM ¿ ´ƒªée

:3��V��' �M%~� T)uU �>�'�W� �>������ �"� �� ) *	�:�
�6Q� − @R + �f�� @

�  = @45  �1  Q@f + �fR @
�  = @45  

�Cu c >"2� ���" �>�'�W=�� �>�������� �� ) K
��4� M]�� =�� 	� )u S��  

:)�� �>�������� 1�-+ � �e��
)u + T� − )uU + T�G − )uU + ��� + T�G + CuU + T� + CuU + Cu = )YB
Cu + T� + CuU + T�G + CuU + ��� + T�G − )uU + T� − )uU + )u = )YB

C�<���   T)u + CuU + ��� + T)u + CuU + T)u + CuU + T)u + CuU = )YBG
�$ @      T)u + CuU) = )YBG

�TC − )U + Cu = )u �e�  Q�R T)u + CuU )
G  = )YB

�8�!����     T�TC − )U + Cu + CuU )
G  = )Y�

Q�R ��TC − )U + CuGU� )
G  = )YB

@�7�-�	



CsH

�4�i2� =��" c"2� =�� ���	<%�' ��'�W=�� ��������� *	�:� �M%� :Q�R @�J�'�	
�� 1�-2�" c"2� =�� ���	<%�' ��'�W=�� ��������� *	�:� �M%� :Q�R @�J�'�	

 QlR /�V�
��[[ @��&!�	 �7�$� �[ / ��K	 �7 ��$ ���	 
������	 
��������	 L� M��K	 	 ��$ L8�&!�	 %��<� �5�1

:O�	
�[ = @ �[[ = @f �[ = �f

Q@f + �fR @
�  = @45

� �[[ = Q�[[ + �[R �[
�  = @45

O? @1 /��$
��2 �u�!�	 �7�$� ��− /�K	 �7�$ ���	 
������	 
��������	 L� M��K	 #�&!�	 6���	 %��<� �5�1  l

 Q�[R /�V�
�w �����1� �� / ��K	 �7 ��$ ���	 
������	 
��������	 L� M��K	 	 ��$ �&P 
���	 %��<� �5�1

:O�	
�U = @ , w = 6 , �� = �f

�6Q� − @R + �f�� @
�  = @45

Qw × �� + �� × �R �U
�  = @45

Q�[� + �[RZ = @45
� [Z[ = @45

O? @1 /��$
�2 �����1� w− /�K	 �7�$ 
�����$ 
������� 1  �[

����� �$ L8�&P� 
��~ /�1 %��<� �5�1 3  
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 Q��R /�V�
?2�[ %��<��	 @�B�� /�K	 ��	 L� 	 pq	���	 Q��� ,�[ ,�� ,�[R 
������	 
��������	 L� gG~1 �k+8 	 ��$ �D

:O�	
2�[ = @45 , � = 6 , �[ = �f

�6Q� − @R + �f�� @
�  = @45

��Q� − @R + �[� @
�  = 2�[

Q@� + ��R @
�  = 2�[

�@� + @�� = l[[
[ = �Z[ − @� + �@

[ = Q�� − @RQ�� + @R
�� = @ ,��− = @

��� �7 
��������	 6��$ 6�P @1 m1 �� = @ ∴  +W ∍ ��− @K \���� ��− = @ @= a�$�
O? @1 /��$

?l2Z %��<��	 @�B�� /�K	 ��	 L� q	���	 � �����1� � / ��K	 �7�$ ���	 
������	 
��������	 L� gG�� �k+8 	 ��$ �D  1  ��
?�[[ %��<��	 @�B�� /�K	 ��	 L� q	���	 Q��� ,�[ ,�� ,�[R 
�����	 
�������	 L� gG�� �k+8 	 p�$ �D 3  

 Q��R /�V�
 �,����	 ����	 �X$ 
X+D LP L8E��86 ��� OD �X$ 
X+D �8k?� ��J�J6 w /�K	 ����	 �X$ 
X+D �+-? �r�PEk� �� �0� �X$ ��� 6	E1

?��X$ ���	 �0-�	 ,�P �� �	 pE��86 2�� ��!��+� ��!� C�6
���� @ �X$ q�'� %�����	 �+-��	 @45 LB�� �
�����$ 
��������	 	 ph= L8E��86 :
���d #6�8k�	 @1 ��� :O�	

�� × Q� − @R + �f�� @
�  = @45

Q� − @� + w × �R @
�  = 2��

�@ + @U = 2��
[ = 2�� − @U + �@ m1
[ = Q�Z − @RQ�2 + @R

�	 p��� �Z �0-�	 ,�P �+-8  �Z = @ ,Q\����R �2− = @
O? @1 /��$

�	 p��� �� �0-�	 ,�P �+� 	h= E��8���� �X�	 
X+D �+-�� �D  ��



CsG

3-5
�J��!? O�P

¡  ���%<r�� ('�M��" ��"�#�� /v�` �p! ><!� /-��
¡   ��&$� ���" ,��"�#�� ��v�` ��!><!� ��� S<!��� >�~̀  

���%<r�� ('�M��
 ��!><!��� �� kW��" �e���' ��� KWf� ^���� � �4�  

�34� >�� ��

 = �f = �f = �f = 2f
?�6��<� �f$��' ���� �6�" ?�>�'�W� �>������ )	e� �:��$�� �"=�� ��

?�:��$�� �"=�� ��' �`�%�� �� 7��� �6��
?Eu 1��W�� =�� ��:�� d$e�� ��

?Qu }��9�� =�� ��;' Eu 1��W�� =�� ��:�� d$e�� ��
?C − )u =�� ��;' )u ��	$�� =�� ��:�� d$e�� ��

 ��:��$�� 3�:�� �>�������� k���" M4fF 4�� �'�5 �� �� �>�������� �"� �� �� _4t� �V'�W�� �>�������� �� :
$��X� 
+�5
?����������� ��' ��:� ���� �`�%�� ��

�KV'�-" � �� �� �>!����� F�$�� 7�; �T��� ,CE ,P ,m ,G ,CU �>�������� ]i�$�
:∞jô©J

 �]� ,M4fF 4�� �p�'�5 �h�V�V� � p�� M"�W� , p34y�
� K� ('�W�� =�� �<� �&�� � M+ ��W  ̀R��� �>������ �� :
�������	 
��������	
�� #�4��' K��� #�4�" �>�-$&�� �>�������� 1�-+ ��W� �%��

��>�-$� �>������ TmH ,GH ,CH ,QU �>�������� p�!��
��>�-$� �>������ �W�<� T��� ,GH ,CQ ,CH ,QU � >�+

:∞jô©J

�H ≠ )u S��  � = C + )u
)
u  )�� �6� �>�-$� �>������ ��W~� T)uU �>��������

common ratio �>�-$&�� �>�������� 1�-+ ��W� �'�5 >�V�V� �� � ,u �� ) >�e�

?4f@�� M"�W� )+ �e�� ; �>�-$&�� �>�������� �� � M+ �6���

áq«°Sóæ¡dG áq«dÉààªdG
Geometric Sequence

º∏©àJ ±ƒ°S
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 Q�R /�V�
�@� = @f a�$ 
������ Q@fR 
��������	 @1 >-d1

�Q@fR 
�������	 L� M��K	 
��"�	 6���	 _�D	 1
�
�����7 
������ Q@fR @1 >-d1 3

:O�	
l = �� = �f  � = �� = �f

Z� = 2� = 2f  �w = �� = �f
��2� ,Z� ,�w ,l ,� :�7 M��K	 
��"�	 6���	  �2� = �� = �f

Q��� ,�2� ,Z� ,�w ,l ,�R = Q@fR 
�������	 ∴
�>��d E	�'� � = @ − � + @� = 2f

�
f = � + @�

@�  = � + @f
@
f  3

�
����7 
�������	 ∴
O? @1 /��$

�
�����7 �7 ,@Q�R = @f a�$ Q@fR 
��������	 @1 >-d1  �

General term of an Geometrie Sequence  á q«°Sóæ¡dG á q«dÉààª∏d »fƒædG óëdG

 � − @  × �f = @f  )�� H ≠  �&-�-+ �>�-$� �>������ T)uU ���� �6�
��>�-$&�� �>�������� 1�-+ 	�  ,��	$�� =�� 	� )u ,c"2� =�� Cu S��

C − �  × Cu = �u )�� �u z"4%��� =�� )�� �6�
� − )  = 

C − )  × Cu
C − ��  × )u

�
u )	e� K$�"

} − @  × }f = @f  )+ M+
��� , O  × Cu = Ou , �  × Cu = Ou ,  × Cu = Gu )	e�"

��� , C − )  Cu , ��� , O
Cu ,G  Cu , Cu ,Cu �>�-$&�� �>������<� ���%�� 3�	@�� )	e�"
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 Q�R /�V�
�� �����1� l /�K	 �7�$ ���	 
�������	 
��������	 L� M��K	 
��"�	 6���	 _�D	

:O�	
� =  , l = �f

�w = � × l =  × �f = �f
Z� = �� × l = �  × �f = �f

�2� = �� × l = �  × �f = 2f
w�l = 2� × l = 2  × �f = �f

Q��� , w�l ,�2� ,Z� ,�w ,lR �7 
��������	
Qw�l ,��� ,Z� ,�w ,lR :�7 M��K	 
��"�	 6���	 ∴

O? @1 /��$
��− �����1� � /�K	 �7�$ ���	 
�������	 
��������	 L� M��K	 
!�EK	 6���	 _�D	  �

  Q�R /�V�
�
��������	 L� M��K	 
!�EK	 6���	 _�D	 ���Z N6���	 �7�$� 2 /�K	 �7�$ 
�����7 
�������

:O�	
��Z = Uf :N6���	 ��	 , 2 = �f :/�K	 ��	

� − @  × �f = @f  @1 �+!J
�  × �f = Uf   

�  × 2 = ��Z   
� =  ∴  �� = �   

��� ,�U ,Z ,2 �7 M��K	 
!�EK	 6���	 ∴
Q��� ,�� ,�U ,Z ,2R :�7 
��������	  

O? @1 /��$
����� M��K	 
��"�	 6���	 _�D	 � �� o��"�	 �7�$� �w /�K	 �7�$ 
�����7 
�������  �
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 Q2R /�V�
�o��"�	 ��	 �5�1 �� m���8 a��V�	 �7�$� ,�U �J�V�	� / ��K	 L8��	 %��<�� ,
-5�� �76��$ 
�����7 
�������

:O�	
� = �f , �U = �f + �f

� − @  × �f = @f @�B8 
������	 
�������	 ��
 �U = �f + �f ∴

Q�R  �U = Q  + �R �f
� = �

 �f
�

�U = 
�

 �f
T  + �R �f  
��'���

�
�� = �

 + �  
�!I�'��	 3�n�	  � +  = � ��   

[ = � −  − � ��   
[ =Q� − �RQ� + 2R   
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�j����	 
��'�	 
8�8	k��	 
8�0��	 
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-���	 + %�[[R × 
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�Q
8�8k��	 
8�0��	
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��'�	  
��;����	  
8�0��	  
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 %�[[R × 
�+WK	 
��'�	 = 
�j����	
�Q
��;����	 
8�0��	 
-���	 −

  ��
� =  ,Q
-5�� 6���	 @K \����R �2 − = 

�U = j�� + �j × �f  Q�R �� �8�!����
�w = �2 × �U = �f    

2  × �f = �f
��

� = 2 j�
�j × �w = 

��
� = o��"�	 ��	 

O? @1 /��$
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�����7 
������� Q@fR  2

����� o��"�	 ��	� /�K	 ��	 �5�1  
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 �76�P @�D 	h= 
�6���	 
���	 
8	6 �� 
�8���	 gG7 @�B� 6�P @�B8 �B� �
�� OD %� >��d /�!�� 
�8�� @�B� 6�P 6	6k8

?
��J 2[[ [[[ ����	
:O�	

�
��J 2[[ [[[ = �f :M��K	 
���	 
8	�� �� @�B��	 6�P
%� = �8	k�+� 
8�0��	 
-���	

�Q�8	k�+� 
8�0��	 
-���	 + %�[[R × 
'����	 
���	 L� @�B��	 6�P = 
����	 
���	 
8	�� L� @�B��	 6�P
Q%� + %�[[R × 2[[ [[[ = �f = 
�J�V�	 
���	 
8	�� L� @�B��	 6�P

Q�^[�R × 2[[ [[[ =  
Q�^[�R × �f = �f = 
V��V�	 
���	 
8	�� L� @�B��	 6�P

�Q�^[�R × 2[[ [[[ =  
	GB7� ���

Q�^[�R �����1 
����7 
������ �7 @�B��	 �8	k? 
������ @1 ]n�8 ,-� ���
�7 ��� �J���	 ��	

� − @Q�^[�R × �f = @f  
�Q�^[�R × 2[[ [[[ = Uf = 
�6���	 
���	 
8	�� L� @�B��	 6�P

22�U��  
22� U �� 
�6���	 
���	 
8	�� L� 
�8���	 @�B� 6�P �+-8

O? @1 /��$
 M�= � �61 ��� #��-B�	 CJ����	 �$1 /�X;= �? 
��J 22� U�� 
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?2[[ [[[ 
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 QUR /�V�
 ��? �� 	h= O8�I >;�� 
�����7 
������� �� �d�B�? @1 ���B�8 @��J|	 ��5 /�~6 �� ]<�? ���	 #�$	��	 
8��B-�	 
�+"�	
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P���	 �X� �
'�;6 �[ OD �d�B�8 @1 r�B�8 �8���B-�	 L� �8�!�	� ,�j��V�	 ���'JT�� �d�B�? �8���B-���
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:O�	
     Z = �f = #�$	� 
P�� E��� �!� �8���B-�	 6�P

Z × Z = �f = L��P�� E��� �!� �8���B-�	 6�P
�QZR Z = QZ × ZR × Z = �f = ��P�� � E��� �!� �8���B-�	 6�P

	GB7� ���
��7 ��� �J���	 ��	 Z /�K	 �7�$� Z �����1 
����7 
������ �8���B-�	 �d�B? OB&8

� − @QZR × �f = @f  
lQZR × Z = �[f = ��P�� �[ E��� �!� �8���B-�	 6�P

�[w�w2�Z�2 =  
��8���B� @��+� w2� E��+� ��	�$ m1

O? @1 /��$
?
P�� �� �!� @��J|	 ��5 �� #�$	� �8���B� ]-�? �B� 
'�;6 �� OD ���'JT�� �d�B�? �8���B-�	 >J�D 	h=  U

Geometric Means Between two Numbers  øjOóY ø«H á q«°Sóæ¡dG •É°ShC’G

_  = GYB K$�" _YB = YB :)�� H < _  S�� ��4fF 4�� ��V�V� ���+ YB ,_ ,  S�� ��-$� ������� YB ,_ ,  �� �	� �6�
� _ F± = YB ∴

�_ ,  ���%�� ��' �h�-$� �pM-" _ F− "+ _ F :)+ M+ ,_ ,  ���%�� ��' �h�-$� �pM-" YB ��W�

 QwR /�V�
�w , �� L86�!�	 L�� ������7 �pM�� �5�1

:O�	
� = sF = GD ×�

�F :������	 F���	
�− = sF− = GD ×�

�F − :������	 F���	 �1
O? @1 /��$

�Z^w� ,� 45  Z[ ,�[ 3  w�− ,�− 1  w
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 QZR /�V�
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���'� @t� 
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GD × OaGF = ������	 F���	
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�Z� ��� L�� 
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:O�	
��� = �f

Z = wf @1 m1 Z = @f
� − @  × �f = @f ∴

U  × ��� = Z ∴
 �U2 = Z��� = U

U j�
�j = U

�
-5�� U���K	 @K 
H���� �� − =  �1 �� = 
��U ,�� ,U2 ,��Z ,��U :�7 U���K	
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Sum of n Terms of a Geometric Sequence  á q«°Sóæg á q«dÉààe øe ≈dhC’G G kqóM ¿ ´ƒªée

�>�-$� �>������ T)uU )�� �6�
)u + ��� + Ou + Gu + Cu = )YB

��"2� � h� ) *	�:� 	�
TCU  C − )

 Cu + ��� + G
 Cu +  Cu + Cu = )YB

 �� TCU ��4I _4r' ,H ≠  ∴
TGU  )  Cu + ��� + O

 Cu + G
 Cu +  Cu = )YB

:R�$� F�W
���'" TGU �� TCU u4M'
¿ƒfÉb

:)�� c"2� � h� ) *	�:� 	� )u + ��� + Ou + Gu + Cu = )YB ,��-$� ������� T��U ���� �6�
� ≠  ; � − @

� −  × �� = @45 �1 � − @
� −  × �� = )45  �

�45 @ = @45 @t� � =  >J�D 	h=  �

�Cu ) = )YB >)�� C = � ���� �6� TCU �� K�+ 7�;

:)�� �>�������� 1�-+ � �e��
TCU  )u + ��� + Ou + Gu + Cu = )YB

[ ≠  �� Q�R 
�6�!��	 ���I 3�n8  )  Cu + ��� + O
 Cu + G

 Cu +  Cu = )YB 
:R�$� F�W
���'" TGU �� TCU u4M'

Cu − )  Cu = )YB = )YB 
TC − ) UCu = TC − U = )YB

C ≠  ; � − @
� −  Cu = )YB

 M+ �"=�� �%' �p'"4r� c"2� =�� ���` �"=�� *	�:� M"�W�" ��"�W�� ��������� �"� )�� C =  ���� �6� ��+
) × Cu = )YB

@�7�-�	
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Q��� ,Z ,2 ,�R 
�������	 
��������	 L� M��K	 6��$ #�&!�	 %��<� �5�1

:O�	
�[ = @ , � = 2� = �f

�
f  =  � = �f

� − @
� −  �f = @45

Q� − �[�U × �
Q� − �R  = @45

�� [2U = � [�� × � = @45
O? @1 /��$

��� ,�w ,l ,� 
������	 
��������	 L� M��K	 
�J��V�	 6���	 %��<� �5�1  �[

 Q��R /�V�
�M��K	 
���	 6���	 %��<� �5�1 � Zl m���8 a��V�	 ��	� Z m���8 
����7 
������ L� /�K	 ��	

:O�	

����7 
�������	 ∴

�  × �f = �f ∴
�  × Z = Z

l
 Z

l  = �

� �
�  − =  �1 �

�  = 
 Z

l  = U j�� −j − C
�� − �

 × Z = U45

 
U j�� −j − C

��
 × Z =  

 �
�  − = U j�� −j − C

�� − �
 × Z = U45

 
U j�� −j − C

2�
 × Z =  
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� 2�U
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� ,  ,� ,  ,2j 
������	 
�������	 L� M��K	 #�&!�	 6���	 %��<� �5�1  ��

 Q��R /�V�
 ����? �B�� �	 pE��86 �� w�[ 
+$��	 e���B? >J�D� %�-�1 #��� �-��-� ��u /�1 �� 
+$�� ��'? @x� ��� 
+j�P ��B�
 OD %�[ E	�'�� g� ���8 �� �8k8 @1 M+P� NE�� ��u L� pq	���	 	 pE��86 � ��[ rX8E��� L� ����8 1�� 
X+B��	 gG7 ��� ���

?�-��-� / ��1 �� ��� ��'8 M��$ 
+$��	 
X+B? OD ��� ����8 @1 LB�8 O7 �r� ,����	 ��&�	 LP ��u
:O�	

:�����	 ��&�	 �� ������ ,�� ��u �� 	 pE��86 N ��� ��� 	h=
N�^� = N[^� + N = N × �[

�[[ + N
��^� �����1 
����7 
������ � �8��u ��� �7���8 ���	 
�����	 ���-��	 OB&?

� − UQ�^�R
� − �^�  × � ��[ = U45 ,� ��[ = �f a�$ ��� g���8 �� %��<� � − @

� −  × �f = @45 @�J�'�	 �M!8

-���	 
��	 �	�"����  �	 pE��86 ��2��^2 = U45

��-��-� /�1 �� 
+$���� ���'�	 ��� 
+j�P C�M��? T
O? @1 /��$

?,��� ��u OD LP #6�8* %�� ������	 >+!5 	h= 
+$���� ���'�	 
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��>������ �"� ��	�:� �'��e� T��:�-U ∑ *	�:��� #�� I�9�-� �e��

@ �� ∑
��

M+PK	 ��	
@ 4�� 
��; �-D1

 
8���	 
9���	

�������+�

MJ6K	 ��	
@ 4�� 
��; �9W1

� = @

) ∑
mQ

C = ) k�e� Q + ��� + m + O + G + C :�'��e�
G) ∑

CH
C = ) k�e� GCH + ��� + Gm + GO + GG + GC :�'��e�

C − )G ∑
CQ

O = ) k�e�  TC − CQ × GU + ��� + TC − E × GU + TC − Q × GU + TC − m × GU + TC − O × GU :�'��e� d�]�

 Q��R /�V�
�@ �� ∑

��
� = @ 
��; �5�1 1

:O�	
:á q«°VÉjQ áeƒ∏©e

 �!�-I 6�P �� /�1 %��<�
�2 × ���  =

 @  /�1  %��<� :���!����
 Q� + @R × @

�  = �!�-I 6�P

   Q��R × �� + ��� + Q�R × �� + Q�R × �� + Q�R × �� = @ �� ∑
��

� = @
Q�� + ��� + � + � + �R × �� =  

 �2 × ���  × �� =  
��w^� =  

Q	 ��$ ��R ��� + l + U + � = 45 :
���B� ∑ %��<��	 k�E ��"��	  3
:O�	

� × � = l , � × � = U , � × � = �
�Q�� M�;K	 ��	� � MJ6K	 ��	R �@ � ∑

��
� = @ _�BJ

O? @1 /��$
Q� − @�R ∑

Z
� = @ :%��<��	 �d ��~K	 ��	� /�K	 ��	 �5�1  ��
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 Q��R /�V�
Q2 − @UR ∑

l
� = @ 
��; �5�1 1

:O�	
Q2 − l × UR ��� + Q2 − � × UR + Q2 − 2 × UR + Q2 − × UR = Q2 − @UR ∑

2 × w − Ql + ��� + � + 2 + �R × U =  
�Z − 2� × U =  

��2  
O? @1 /��$

Q� + @�R ∑
Z

2 = @ :
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 �����1 
����7 
������ L� 
-;�!�� M��K	 
!�EK ,_�?���	 	G7 �� ,�7 47 ,45 ,3 ,  6	�PK	 >J�D 	h= O��'��	 OB&�	 ��  �
�

���<�M�W��� ����W� ��' )��`  1  
,k��4��� �]� �� ,�� ���2� \]� )+ L4f'   3  

� �&-�-+ �>�'�W� �>������ �� ��"2� �"� �%'�2�   
���<�M�W��� �M�=� ��' )��`   


�x���	 O$� ��� �B� e�D  �
�  1�-2�' �p'"4r� KV
W� M]�� =�� M"�W� � �� �>�-$&�� �>�������� ��  1  

O  = YB = Y� , G  = _ = YB ,  = _ � p6�   
L4%�� × c	M�� = ��M�W��� ���W�   

O G  = O  ×  = Y� ×  = TCU ��M�W��� ���W� K$�"   
O G  = G  ×  = YB × _ = TGU ��M�W��� ���W�   

�����"�W�� ��<�M�W��� ����W� )+ �=� R�$�-� �]e�" :������T	
�O +  = � + YB = Y� , �G +  = Q + _ = YB , � +  = _ )�� � �&-�-+ ��'�W� ��������� )+ ��'   3  

T/-U OH + m = T�O +  + U × G = TY� + U × G = TCU ��M�W��� F�=�   
�E + m = T�G +  + � + U × G = TYB + _U × G = TGU ��M�W��� F�=�   

�KWf� F�=��� ��<�M�W�<� :������T	

�J�d 
�x��  �

�T_U ���=�� �� TGU ,TCU ��<�M�W��� ����W� ��' )��`  

Q�R O�M����	

Q�R
 O�M

���
�	
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�34y�
� KV
W� M]�� T�"=��' "+U =��' � �� F'4' �>�������� �"� � >�����;� �o�@�� z >4%� −

�) ��;' ��	$�� =�� �� �=�4@�� �o�@�� 4>
%� −
�C = Gz = Cz .� C − )z + G − )z = )z :����	
�� �>������ −

�� + )u = C + )u ��>�������� 1�-+ ��W� �p�'�5 � p�� K� ('�W�� =��" � �� ��' 04f�� )	e� �>�'�W=�� �>�������� �� −
��T� − )U + �u = )u :��'�W=�� �������<� ��	$�� =�� −

�YB ,+ Y�� �'�W=�� F-	�� 	� _ � YB + +
G  = _ )�� �>�'�W� �>������ YB ,_ ,+ �� >	� �6� −

�T)u + CuU )
G = )YB :�>�'�W� �>������ �"� �� c"2� � ) *	�:� −

 �>�-$&�� �>�������� 1�-+ ��W� �p�'�5 � p�� M"�W� 34y�
� K� ('�W�� =�� �<� �&�� � M+ ��W` R��� �>�-$&�� �>�������� ��  −
���-$&�� ��������� 1�-+  × )u = C + )u

�_ ,  ��
B	��� ���%<� �-$&�� F-	�� 	� _ F− "+ _ F −
)  − C

 − C × Cu = C − )
C −  × Cu = )YB :�>�-$� �>������ �"� �� ���2� � p� ) *	�:� −

�YB ,+ Y�� �-$&�� F-	�� 	�  _ �YB × + = �_ )�� �>�-$� �>������ YB ,_ ,+ ��	� �6� −
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